Unidades de uso somin en Estados Unides v sus eguivalencias en
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Cantidad Unidades de uso coman Equivaients del 51
en Estadeos Unidos
Aceleracion ft/s® 0.3048 m/s?
in./s .0254 m/s?
Area ft? 0.0929 m?
in? 645.2 mm”
Energia ft-lb 13567
Fuerza kip 4448 kN
b 4,448 N
0% 02780 N
Impulso Ib-s 4448 N -5
Longitud ft 0.3048 m
in. 2540 mm
mi 1.600 km
Masa 0Z masa 2835 ¢
b masa 0.4536 kg
slug 14.59 kg
ton 507.2 kg
Momento de una fuerza 1b - ft 1356 N m
b - in. 0.F130N - m
Momento de inercia
de un drea in? 0.4162 % 10° mm?*
de una masa Ib-fr gt 1356 kg - m?
Potencia ft - Ibfs 1356 W
hp 7437 W
Presion o esfuerzo 1b/ft 47 88 Pa
Ib/in.” (psi) 6.8935 kPa
Velocidad ft/s 0.3048 m/s
in./s 0.6254 m/s

Volwmen, solidos
Liguidos

Trabaijo

mifh (mph)
mi/h (mph)
itj
in.?
gal

qt

ft - 1b

0.4470 m/s
L.609 km/h
0.02832 m’
16.39 em®
3785 L
0.9464 L
1.356 1
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Como editores de los libros escritos por Ferd Beer y Russ Johnston, a me-
nudo se nos pregunta cémo fue gue escribieron juntos sus libros, cuando uno
de ellos trabaja en Lehigh y el ofro en la University of Connecticut.

La respuesta a esta pregunta es sencilla. El primer trabajo docente de
Rauss Johnston fue en el Departamento de Ingenieria Civil y Mecdnica de
Lehigh University. Ahi conocié a Ferd Beer, quien habia ingresado a ese de-
partamento dos afios antes y estaba al {rente de jos cursos de mecinica. Fred
Beer nacid en Francia y se educd en ese pais y en Suiza. Alcanza el grado
de maestro en Ciencias en la Sorbona y el de doctor en Ciencias en el cam-
po de la mecdnica tedrica en la Universidad de Ginebra. Liegé a Estados Uni-
dos tras servir en el ejéreito francés a comienzos de la Segunda Guerra Maun-
dial. También ensefi¢ durante cuatro afios en el Williams College en el
programa conjunte de arte e imgenierfa de Williams-MIT. Russ Johnston na-
ci6 en Filadeltia y obtuvo el grado de licenciado en Ciencias en la Univer-
sity of Delaware y el grado de Doctor en Ciencias en el campo de ingenie-
ria estructural en el MIT.

Beer se alegro al descubrir gue el joven que habfa sido contratade prin-
cipalmente para impartir cursos de posgrado en ingenieria estructural no
sOlo deseaba ayudario a reestructurar los cursos de mecdnica, sino que es-
taba ansioso por hacerlo. Ambos compartian la idea de que estos cursos de-
berian ensefiarse a partir de algunos principios basicos y gue los estudian-
tes entenderfan y recordarfan mejor los diversos conceptos involucrados si
éstos se presentaban de manera gritica. Juntos redactaron notas para las cé-
tedras de estdtica y dindmica, a las que después afiadieron problemas gue,
pensaron, serfan de interés para los fuluros ingenieros. Pronto tuvieron en
sus manos el manuscrito de la primera edicidn de Mechanics for Engineers.
Cuando aparecid fa segunda edicion de este texto y la primera edicién de
Vector Mechanics for Engineers, Russ Johaston se hallaba en el Worcester
Polytechnics Institute. Al publicarse las siguientes ediciones ya trabajaba
en la Urniversity of Connecticut. Mientras tanto, Beer y Johnston hahian
asumide responsabilidades administrativas en sus departamentos, y ambos
estaban involucrados en la investigacion, en la consultoria y en Ifa supervi-
sion de estudiantes: Beer en el drea de los procesos estocdsticos v de las
vibraciones aleatorias, v Johnston en el drea de la estabilidad eldstica y del
disefio y andlisis estructural. Sin embargo, su interés por mejorar la ense-
fianza de los cursos bdsicos de mecdnica no habfa menguado, y ambos di-
rigieron secciones de estos cursos mientras continuaban revisando sus tex-

Wi



witl

Acerca de los autores

tos v comenzaron a escribir juntos el manuscrito para la primera edicidn
de Mechanics of Materials.

Las contribuciones de Beer y Johnston a la educacién en la ingenieria
les han hecho merecedores de varios premios y honores. Se les otorgd el pre-
mic Western Blectric Fund Award por la excelencia en la instruccion de los
estudiantes de ingenierfa por sus secciones regionales respectivas de la Ame-
rican Society for Engineering Education, v ambos recibieron el Premio al
Educador Distinguido (Distinguished Educator Award) de la Divisién de Me-
cdnica de fa misma sociedad. En 1991 Jonhston recibié el Premio al Inge-
niero Civil Sobresaliente (Outstanding Civil Engineer Award) de la seccién
del estado de Connecticut de la American Society of Civil Eangineering, v en
1995 Beer obtuvo el grado honorario de doctor en ingenierfa por la Lehigh
University.

Tohn T. DeWolf, profesor de ingenierfa civil de la University of Con-
necticut, se unié al equipo de Beer y Johnston como autor en la segunda edi-
cién de Mecdnica de materiales. John es Heenciado en Ciencias en ingenie-
ria civil por la University of Hawaii v obtuvo los grados de maesiria y
doctorado en ingenieria estructural por la Cornell University. Las dreas de su
interés en la investigacion son las de estabilidad eldstica, monitoreo de puen-
tes y andlisis v disefio estructural. Es miembro de la Junta de Examinadores
de Ingenieros Profesionales del Estado de Connecticut.
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Fl objetive principal de un curso basico de mecdrica es lograr que el estu-
diante de ingenierfa desairolle su capacidad para analizar de una manera
sencilla y ldgica un problema dado, y que aplique a su solucién unos po-
cos principios fundamentales bien entendidos, Este libro se disefié para el
primer curso de mecdnica de materiales —o de resistencia de materiales—
que se imparte a los esmdiantes de ingenierfa de seguundo o tercer afio, Los
autores esperan que la presente obra ayude al profesor a alcanzar esta meta
en un curso en particular, de la misma manera que sus otros libros pueden
haberle ayudado en estitica y dindmica.

ki

En este libro el estudio de la mecdnica de materiales se basa en la compren-
sién de los conceptos basicos y en el uso de modelos simplificados. Este en-
foque hace posible deducir tedas las férmulas necesarias de manera 1égica y
racional, e indicar claramente las condiciones bajo las gue pueden aplicarse
con seguridad al andlisis y diseflo de estructuras ingenieriles y componentes
de miquinas reales,

Los diag de manera extensa.  Los
diagramas de cuerpo ljbre se emplean extensamente en tedo et libre para de-
ierminar las fuerzas internas o externas. El uso de “ecuaciones en dibujo”

también permatird a los estudiantes comprender Ta superposicion de cargas,

asi como los esfuerzos vy las deformaciones resuitantes,

N sl

¥ . Eneleca JltUlO | puede encontrarse un an4-
lisis de La a])thCIOH del deLOl de seguridad en el disefio, donde se presen-
tan los conceptos tanle de diseflo por esfuerzo permisible como de disefio
por factor de carga v resistencia.

E ] 0 enlre las u :
as ¢ : Puesto que es esencial que los estudiantes sean
capaces de manejar tanto las unidades del sistema métrico o SE como las del
sistema inglés, la mitad de los ejemplos, los problemas modelo y los pro-
blemas de repaso se han planteado en unicades SI, y la otra mitad en unida-

i
Y



Prefacio

des estadounidenses. Como hay disponible un gran niimero de problemas, ios
instructores pueden asignarlos utilizando cada sistema de unidades en la pro-
porcién que consideren mds deseable para su clase.

cionss opclonales se ofrecen lemas avanzados ¢ espe-
clafizados. En las secciones optativas se han incluido temas adicionales,
como esfuerzos residuales, torsién de elementos no circulares y de pared del-
gada, flexién de vigas curvas, esfuerzos cortanies en elementos no simétyi-
cos, v criterios de falla, temas que pueden usarse en cursos con distintos al-
cances. Para conservar la integridad del material de estudio, eslos temas se
presentan, en la secuencia adecuada, dentro de las secciones a fas que por 16
gica pertenecen. Asi, aun cuande no se cubran en el curso, estin altamente
evidenciados, vy el estudiante puede consultarlos si asi lo requiere en cursos
posteriores o en su prictica de la ingenierfa. Por conveniencia, todas as sec-
ciones optativas se han destacado con asteriscos.

ORGAMIZACION DE LOS CAPITULOS

Se espera que los estudiantes que empleen este texto ya hayan completado
un curse de estdtica. Sin embargo, el capitulo | se disefié para brindarles la
oportunidad de repasar los conceptos aprendidos en dicho curse, mientras
que los diagramas de cortante y de momento flexionante se cubren con de-
talle en las secciones 5.2 y 5.3. Las propiedades de momentos y centroides
de dreas se describen en el apéndice A; este material puede emplearse para
reforzar el andlisis de Ja determinacion de esfuerzos normales y cortantes en
vigas (capitulos 4, 3 y 6).

Los primeros cuatro capitufos del Libro se dedican al anilisis de los es-
fuerzos y las deformaciones correspondientes en diversos elementos estruc-
turales, considerando sucesivamente carga axial, torsidn y flexién pura. Cada
andlisis se sustenta en algunos concepios bdsicos, tales come las condicio-
nes de equilibrio de las fuerzas ejercidas sobre el elemento, las relaciones
existentes enire el esfuerzo v la deformacién unitaria del material, y las con-
diciones impuestas por los apoyos y la carga del elemento. El estudio de cada
tipo de condicién de carga se complementa con un gran niimero de ejemplos,
problemas modelo y problemas por resolver, disefiados en su totalidad para
fortalecer fa comprensidn del tema por parte de los alumnos.

En el capitulo 1 se introduce el concepto de esfuerzo en un punto, donde
se muestra que una carga axial puede producir esfuerzos cortantes asi como
esfuerzos normales, dependiendo de la seccion considerada. El que los es-
fuerzos dependen de la orientacidn de la superficie sobre la que se caleulan
se enfatiza de nuevo en los capitulos 3 y 4, en los casos de torsion y flexion
pura. Sin embargo, el andlisis de las téenicas de cdleulo —como el circulo
de Mohr— empleadas para la transformacién del esfuerzo en un punte se
presenta en el capitulo 7, después de que los estudiantes han tenido la opor-
tunidad de resolver los problemas gue involucran una combinacion de ias car-
gas bidsicas y han descubierto por si mismos la necesidad de tales técnicas.

En el capitulo 2, el andlisis de la relacién entre el esfuerzo y la defor-
macién en varios maleriales incluye los materiaies compuestos con reforza-
miento fibroso. También, el estudio de vigas bajo carga transversal se cubre
en dos capitulos por separado. El capitulo 5 estd dedicado a la determinacion
de los esfuerzos normales en una viga v al diseio de vigas con base en los
esfuerzos normales permisibles en el material empleado (seccion 5.4). El ca-
pitulo empieza con un andlisis de Jos diagramas de cortante y de momento



flexiconante (secciones 5.2 v 5.3} e incluye una seccidn opcional acerca del
uso de las funciones de singularidad para la determinacién del cortante y del
momenic flexionante en una viga (seccidn 5.5). El capilulo termina con una
secci6n oplativa acerca de vigas no prismdticas (seccion 5.6). o

Bl capitulo 6 se dedica a la determinacidn de los esfuerzos cortantes en
vigas v elemenios de pared delgada bajo cargas transversales. La formula del
flujo por cortanle, ¢ = VO/I, se determina de la manera tradicional. Los as-
pectos més avanzados del disefio de vigas, como la determinacién de los es-
fuerzos principales en la unidn del patin v el alma de una viga W, se en-
cuentran en el capitalo 8, un capitulo optativo que puede cubrirse después de
haber estudiado las transformaciones de esfuerzos en el capitulo 7. El disefio
de ejes de transmision estd en ese capitalo por la misma razdn, asi como la
determinacion de esfuerzos bajo cargas combinadas que ahora puede incluir
la determinacién de los esfuerzos principales, de Tos planos principales, y del
esfuerzo cortante maximo en un punto dado,

Los problemas estdticamente indeterminados se analizan primerc en el
capitulo 2, y después se manejan a lo largo de todo el texto para las diversas
condiciones de carga encontradas. De esta manera, se les presenta a 10s es-
tudiantes, desde una etapa temprana, un método de solucidn que combina el
andlisis de deformaciones con el andlisis convencional de fuerzas empleado
en estdtica. Asf, se busca que al finalizar el curso el estudiante se encuentre
completamente familiarizado con diche métado fundamental. Ademds, este
enfoque ayuda a los estudiantes a darse cuenta de que los esfuerzos son es-
téticamente indeterminados y sdlo pueden calcularse considerando la corres-
pondiente distribucidn de deformaciones unitarias.

El coneepto e deformacién pléstica se introduce en el capitulo 2, donde
se aplica al andlisis de elementos baje carga axial. Los problemas que invo-
lucran la deformacion plastica de ejes circulares y de vigas prisméticas se
consideran también en las secciones opcionales de los capitulos 3, 4 v 6. Aun-
que el profesor puede omitir parte de este material, si asi lo cree pertinente,
su inclusién en e} cuerpo del libro se debid a que se considera ttil que los
estudiantes comprendan las limitaciones de la suposicién de una relacioén li-
neal entre ef esfuerzo y la deformacién unitaria, v servird para prevenirlos
conira el uso inapropiade de las férmulas de torsidn v de flexidn eldstica.

En el capitulo 9 se estudia la determinacion de la deflexién en vigas. La
primera parte del capftulo se dedica a los métodoes de integracion y de su-
perposicidn, e incluye una seccidn opcional (la seccidn 9.6) que se basa en
el uso de las funcicnes de singularidad. (Esta seccidn deberd usarse dnica-
mente después de haber cubierto 1a 5.5.) La segunda parte del capitulo 9 es
opcional. Presenta el método de drea de momento en dos lecciones.

El capitulo 10 se dedica al estudio de colamnas y contiene material acerca
del disefio de columnas de acero, aluminic v madera. El capitulo 11 cubre
los métodos de energfa, incluyendo el teorema de Castigliano,

Cada capitulo comienza con una seccidn introductoria que establece el pro-
posito ¥ las metas del capitulo, v describe en términos sencillos el material
a ser estudiado y sus aplicaciones a la solucion de problemas de ingenieria.

Lecclones del capitvlo.  El cuerpo del texto se ha dividido en unidades,
y cada unidad consta de una o varias secciones de teotfa seguidas de pro-
blemas modelo y de un gran mimero de problemas de repaso. Cada unidad
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corresponde a un tema bien definido y, por lo general, puede cubrirse en una
sola leccidn.

Ejemplos vy problemas modelo.  Las secciones de teoria inchuyen muchos
ejemplos disefiados para ilustrar el material que se presenta y facilitar su com-
prensién. Los problemas modelo tienen la intencién de mostrar algunas de las
aplicaciones de la teotfa a la solucién de problemas de ingenieria. Como es-
tos problemas se plantean casi de Ia misma manera que los estudiantes atili-
zardn para resolver los ejercicios asignados, Ios problemas modelo tienen el
doble propdésito de ampliar el texto y demostrar el tipo de {rabajo Jimpio y or-
denado que los estudiantes deberdn seguir en sus propias seluclones.

Series de problemas de tarea.  La mayor parte de los problemas son de
naturaleza practica v deben resultar atractivos a los estudiantes de ingenie-
ria. Sin embargo, se disefiaron principalmente para ilustrar el material pre-
sentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender los princi-
pios bdsicos que se usan en la mecénica de materiales. Los problemas se han
agrupado de acuerde con las secciones del material que ilustran y se han aco-
modado en orden ascendente de dificultad. Los problemas que requieren aten-
cién especial se indican con asteriscos. Las respuestas a los problemas se en-
cuentran al final del libro, con excepcién de aquellos cuyo ndmero se ha
impreso en cursiva.

Repaso y resumen del capifuio,  Cada capitulo termina con un repaso y
un resumen del material cubierto en el capitulo. Se han incluido notas al mar-
gen para ayudar a los estudiantes a organizar su trabajo de repaso, y se dan
referencias cruzadas para ayudarles a encontrar las partes que requieren aten-
cién especial.

Problemas de repasc. Al final de cada capftulo se incluye una serie de
problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los estudiantes una
oportunidad adicional de aplicar los conceptos méas importantes presentados
en el capitulo.

Problemas de computadora.  La disponibilidad de las computadoras per-
sonales permite a los estudiantes de ingenieria resolver un gran nimero de pro-
blemas complejos. Al final de cada capitulo puede encontrarse un grupo de seis
a mis problemas disefiados para resolverse con una computadora. El desarro-
llo del algoritreo requerido para resolver un problema dade beneficiard a los
estudiantes de dos maneras distintas: {1) les ayudard a obtener una mejor com-
prension de los principios de mecdnica involucrades; (2) les brindard la opor-
tunidad de aplicar fas habilidades adquiridas en su curso de programmacion de
computadoras a la solucién de problemas significativos de ingenieria.

Examen de fundamenios de ingenieria. Los ingenieros que deseen ob-
tener una licencia como ingenieros profesionales en Estados Unidos deben
presentar dos exdmenes. El primer examen, Fundamentals of Engineering
Excmination, incluye temas pertenecientes a la Mecdnica de materiales. En
el apéndice E de este libro se presenta una lista de los temas de Mecdnica de
materiales que se cubren en este examen junto con algunos problemas que
pueden resolverse para repasar dichos temas.
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Carga dltima (DCFR)

Fuerza corlante por unidad de longitud; flujo cor-
tante

Fuerza

Primer momento de drea

Radio; radio de giro

Fuerza: reaccidn

Radio; médulo de ruptura

Longitud

Médulo elfstico de seccidn

Espesor; distancia; desviacion tangencial
Momento de torsion

Temperatura

Coordenadas rectangulares

Densidad de energfa de deformacién

Energia de deformacién: trabajo

Velocidad

Fuerza cortante
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Peso; carga

Coordenadas rectangulares; distancia; desplaza-
mientos; deflexiones

Coordenadas del centroide

Mdadulo plastico de seccidn

Angulos

Coeficiente de expansion térmica; coeficiente de
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'Este capitulo se dedica al estudio de los esfuerzos que ocurren en miuchos de Ios elementos contenidos en
‘esta excavadora, como los elementos con dos fuerzas, 105 gjes, [os pernos y los pasadores, = B0




Introduccion. El concepto de esfuerzo

1.1 INTRODUCEION

El objetivo principal det estuclio de la mecinica de materiales es swministrar
al futuro ingeniero los conocimienios para analizar y disefiar las diversas mé-
quinas y esitucturas portadoras de carga.

Tanto el andlisis como el disefio de una estructura dada involucran la de-
terminacion de esfuerzos y deformaciones. Este primer capitulo estd dedica-
do al concepto de esfuerzo.

La seccion 1.2 es un breve repaso de los métodos bdsicos de la estdtica
v de la aplicacidn de esos métodos a la determinacion de las fuerzas en los
elementos de una estructura sencilla gue se componga de elementos uni-
dos entre s por pernos. En la seccidn 1.3 se introducird el concepto de es-

Juerzo en un elemento de una estructura, y se mostrara como puede determi-

narse ese esfuerzo a partiv de ta fuerza en el elemento. Tras una breve revi-
sion del andlisis y disefio de ingenieria (seccidn 1.4}, se abordan, de manera
sucesiva, los esfierzos normales en un elemento bajo carga axial (seccidn
1.5), los esfueizos cortantes ocasionados por la aplicacion de fuerzas trans-
versales iguales y opuestas (seccion 1.6) y los esfuerzos de soporte creados
por los pernos y pasadores en los elementos que conectan (seccidn 1.7).
Estos conceptos serdn aplicados en la seccidn 1.8 a la determinacidn de los
esfuerzos en la estructura sencilla que se considerd en la seccién 1.2.

La primera parte del capitulo termina con una descripcion del método
que deberd utilizarse en la solucidn de problemas propuestos (seccidn 1.9} y
con el estudio de la exactitud numérica adecuada para los cdlculos de inge-
nieria (seccidén 1.10).

En la seccidn 1.11, donde un elementa con dos fuerzas bajo carga axial
se considera de nuevo, se observard que los esfuerzos en un plano oblicuio
incluyen tanto esfuerzos nommales comao cortantes, mientras gue en la sec-
cidn 1.12 se analizard que se requieren seis componentes para describir el es-
tado de esfuerzos en un punto en un cuerpo bajo las condiciones mis gene-
rales de carga,

Finalmente, la seccidn 1.13 se enfocard a la determinacién, a partir de
especimenes de prueba, de la resistencia wlrima de un material dado y al use
de un factor de seguridad en el cilculo de la carga permisible para un com-
ponente estructural fabricado con dicho material.

1.2 UN BREVE REPASO DE LOS METODOS
DE LA ESTATICA

En esta seccidn se repasardn los métodos basicos de la estdtica al mismo
tiempo que se determinan las fuerzas en los elementos de una estructura sen-
cilla.

Considere la estructura mostrada en la figura 1.1, disefiada para sopor-
tar una carga de 30 kN. Consta de un aguildn AB con una seccidn transver-
sal rectangular de 30 X 50 mm vy de una variila 5C con una seccidn trans-
versal circular de 20 mim de didmetro. El aguildn y la varitla estdn conectados
por un perno en B y los soportan pernos v ménsulas en A y en C, respecti-
vamente. El primer paso serd dibujar el diagrama de cuerpo libre de a es-
tructura, desprendiéndola de sus soportes en A y en C, y mostrando las reac-
ciones gue estos soportes gjercen sobre la estructara (figura 1.2). Advierta
que ¢l boceto de Ia estructura se ha simplificado omitiendo los detalles inne-
cesarios. En este punto algunos habrin reconocido gue AB v BC son elemen-
tos con dos fuerzas. Para quienes no lo hayan hecho, se proseguird el andli-
sis, ignorando este hecho y suponiendo que las direcciones de las reacciones
en A y en C se desconocen. Cada una de estas reacciones, por lo tanto, serd
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Figura 1.1

representada por dos componentes, A, y A, en A, y C, y C, en C. Se escri-
birdn las tres siguientes ecuaciones de equilibrio:

+YE M = O AL0.6m) — (BOKN)0.8m) =0
A, = +40 kN (1.1)
Ly F =0 A+ C =0
C.=—A, C,=-40kN (1.2)
I SF, =0 A+ C = 30kN =0
A, +C, = 430N (1.3)

Note que se han encontrade dos de las cuatro incégnitas, pero que no es po-
sible determinar las otras dos de estas ecuaciones, ¥ no pueden obtenerse
ecuaciones independientes adicionales a partir del diagrama de cuerpo libre
de fa estructura. Ahora debe desmembrarse la estructura. Considerando el dia-
grama de cuerpo bibre del aguilon AB (figura 1.3), se escribird Ja siguiente
ecuacién de equilibrio:

NI My = 0 ~A08m)=0 A, =0 (1.4)

Al suostitnir A, de la ecuacién (1.4) en la ecuacién (1.3), se obtiene que
C, = +30kN. Expresando los resuitados obtenidos para las reacciones en
Ay en Cen forma vectorial, se tiene que

A=40kN—  C,=40kN e, C, = 30 kN?

Observe que la reaccién en A se dirige a lo largo del eje del aguilén AB y
que causa compresidn en ese elemento. Al notar que los componentes C,
y C, de la reaccion en C son respectivamente proporcionales a las compo-
nentes horizontal y vertical de la distancia de B a C, se concluye que la reac-
cion en C es igual a 56 kN, que estd dirigida a lo largo del eje de la varilla
BC, y que causa tension en ese elemento,

1.2 Un breve repaso de los métodos
de la estatica

C.’fi
C
<,
06m &t
S
A A
0.8 wm
30 kN
Figura 1.2
Ag J Bv
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30 kN
Figura 1.3
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Introduccion. El concepto de esfuerzo

Figura 1.4

)
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Figura 1.5

Estos resultados podrian haberse anticipado reconociendo que AS y BC
son elementos con dos fuerzas, es decir, elementos sometidos a fuerzas s6lo
en dos puntos, siendo estos puntos A y B para el elemento AS y 5y € para
el elemento BC. De hecho, para un elemento con dos fuerzas las lineas de
accion de las resultantes de las fuerzas que actdan en cada uno de los dos
puntos son iguales y opuestas y pasan a través de ambos puntes. Utilizando
esta propiedad, podria haberse obtenido una solucién mds sencilla si se con-
sidera el diagrama de cuerpo libre del perno B. Las faerzas sobre el perno B
son las fuerzas ¥y, v ¥y ejercidas, respectivamente, por los elementos A8 y
BC, vy la carga de 30 kN (figura 1.4a). Se dice que el permo B estd en squi-
lihrio dibujando el tridngulo de fuerzas correspondiente (figura 1.45).

Ya que la Tuerza ¥y se dirige a lo largo del elemento BC, su pendiente
es la misma que BC, es decir, 3/4. Por lo tanto, puede escribirse la pro-
porcion

%l

ww_ Foe 30N

4 5 3
de la que se obtiens
Fup = 40 kN Fpe = S0kN

Las foerzas ¥z v Fp- que el perno B ¢jerce sobre, respectivamente, el agui-
16n AB v sobre 1a varilla BC son iguales y opuestas a F,, v a Fp- (figura 1.5).
= AB BC =3

Figura 1.6

Si se conocen las fuerzas en los extremos de cada uno de los elementos,
es posible determinar las fuerzas internas de estos elementos. Al efectuar un
corte en algin punto arbitrario, D, en la varitla BC, se obtienen dos porcio-
nes, BD y CD (figura 1.6). Como deben aplicarse fuerzas de 50 kN en D) a
ambas porciones de la varitla, para mantenerlas en equilibrio, se concluye
que una fuerza mterna de 50 kN se produce en la varilla BC cuando se apli-
ca una carga de 30 kN en B. Se constata, de manera adicionat, por fas direc-
ciones en las fuerzas Fge v Fie en la figura 1.6, que la varilla se encuentra
en tension. Un procedimiento similar permitirfa determinar que la fuerza in-
terna en el aguildn AB es de 40 kN vy que el aguilon estd en compresion.



Si bien los resultados obtenidos en la seccidn precedente representan un pri-
mer paso necesario en el andlisis de la estructura dada, ellos son insuficien-
tes para determinar si fa carga puede ser soportada con seguridad. Por ejem-
plo, el que la varilla BC, pueda romperse o no hacerfo bajo esta carga depende
no sodlo del valor encontrado para la tuerza interna Fpe, sino también del drea
transversal de la varilla y del material con que ésta haya side elaborada. De
hecho, la fuerza interna Fy- en realidad representa la resultante de las fuer-
zas elementales distribuidas a lo largo de toda el drea A de la seccidn (rans-
versal {figura 1.7), ¥ la intensidad promedio de estas fuerzas distribuidas es
igual a fa fuerza por unidad de drea, Fp/A, en la seccidn. El hecho de que
Ja varita se rompa o 10 bajo la carga dada, depende claramente de la capa-
cidad que tenga el material de soportar el valor correspondiente Fp/A de
la intensidad de las fuerzas internas distribuidas. Por lo tanto, la resistencia
a la fractura depende de la fuerza Fye. del drea transversal A v del material
de fa varilla.

La fuerza por unidad de drea, o la intensidad de las fuerzas distribuidas
a través de una seccién dada, se llama esfuerzo sobre esa seccida v se repre-
senta con la letra griega o (sigma). El esfuerzo en un elemento con drea trans-
versal A sometide a una carga axial P (figura 1.8} se obtiene, por lo tanto, al
dividir la magnitud P de la carga enire el drea A:

o= (1.5)

Se empleard un signe positivo para indicar un esfuerzo de tension {el ele-
mento a tension) v un signo negativo para indicar un esfuerze compresivo (el
elemento a compresion).

Debido a que se emplean unidades del sistema SI en estos andlisis, con
P expresada en newtons (N) y A en metros cuadrados (m?), el esfuerzo o se
expresard en N/m?. Esta unidad se denomina pascal (Pa). Sin embargo, el
pascal es una unidad muy pequefia, por lo que, en la practica, deben emplear-
se maltiplos de esta unidad, como, el kilopascal (kPa), el megapascal (MPa)
y el gigapascal (GPa). Se tiene que

LkPa = 10° Pa = 10° N/m°

[ MPa = 10°Pa = 10° N/m”

1l

1 GPa = [0°Pa = 10° N/m?

Cuando se utilizan las unidades acostumbradas en Hstados Unidos,
la fuerza P comunmente se expresa en libras (1b) o kilolibras (kip), y el drea
transversal A en pulgadas cuadradas (in.”). El esfuerzo o, en consecuencia,
se presenta en libras por pulgada cuadrada (psi) o en kilolibras por pulgada
cuadrada (ksi). T

+ Las unidades principales ST y americanas ulilizadas en mecdnica se incluyen en tablas en el in-
terior de la cubierta frontal de este libro. De la tabla del lado derecho, se observa que | psi es apro-
ximadamente igual a 7 kPa, y que 1 ksi e aproxima a 7 MPa.

1.3 Esfuarzos en los elementos

de una estructura

Figura 1.7

Figura 1.8
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Introduccion. El concepto de esfuerzo

1.4 ANALISIS ¥ DISERO

Considerando nuevamente la estructura de la figura 1.1, suponga que la
varilla BC es de un acero que presenta un esfuerzo méximo permisible
O perm = 165 MPa. ;Puede soportar la varilla BC con seguridad la carga a la
gue se le someterd? La magnitud de Ia fuerza £y en la varilla se calculd con
anterioridad en un valor de 50 kN. Recuerde que el didmetro de la varilla es
de 20 mm, por o que deberd utilizarse la ecuacidn {1.5) para determinar el
esfuerzo creade en Ia varilla por la carga dada. Asf se tiene que

P=Fpe= +50kN = +50 X 10°N

, 20 mm \? _ g G
A=y =1 ) = (10 X 107" m)* = 314 X 107°m?*

P 450 X 1PN :
== = 150 X [0°Pa = +159 MPa
A 314 X 107°m*

Como el valor obtenido para & es menor que el valor o, del esfuerzo per-
misible del acero utilizado, se concluye que la varilla BC soportard con se-
guridad la carga a la que serd sujeta. Para que el andlisis de la estructura da-
da sea completo, también deberd incluirse la determinacion del esfuerzo de
compresion en el aguilén AB, asf como una investigacion de Ios esfuerzos
producidos en los pasadores y en sus soportes. Hsto se estudiard mds adelan-
te en este mismo capitulo. También es necesario determinar si las deforma-
ciones producidas por la carga dada son aceptabies. Fl estudio de la defor-
macion bajo cargas axiales serd el tema del capitulo 2. Una consideracién
adicional, requerida por los elementos bajo compresion, involucra Ia estabi-
lidad del elemento, es decir, su capacidad para soportar una carga dada sin
experimentar un cambio stbito de coafiguracién. Este tema se abordard en
el capftulo 10.

El papel del ingeniero no se restringe al andlisis de las estructuras y mé-
quinas existentes sometidas a condiciones dadas de carga. Un asunto de ma-
yor importancia que interesa a los ingenieros es el disefio de estructuras y
miquinas nuevas, es decir, la seleccién de los componentes apropiados para
desempeiiar una tarea dada. Como ejemplo de disefio, véase otra vez la es-
tructura de la figura 1.1; supenga que se empleard en ella aluminio, ¢l cual
tiene un esfuerzo permisible o ., = 100 MPa. Debido a que la fuerza en la
varilla BC serd P = Fp- = 50 kN bajo la carga dada, se emplea la ecuacién
(1.5),

LN 50 X 10°N
A Tpeem 100 X 10° Pa

o = 500 X 107%m?

perm T

2

Yy, yague A = wr,

A 500 X 10w’
R M""?T_m = 12.62 X 107°m = 12.62 mm

d=72r=7252mm

Se concluye que una variila de aluminio de 26 mm, o de didmetro mayar, se-
ra adecuada.



1.5 CARGA AXIAL. ESFUERZD HORMAL

Comeo ya se ha indicado, ]a varilla BC del ejemplo considerado en la seccion
precedente es un elemento sometido a dos fuerzas y, por lo tanto, las fuerzas
Fuc v Fie que actian en sus exiremos B y C (figura 1.5) se dirigen a lo lar-
go del eje de la varilla. Se dice que la varilla se encuentra bajo carga axial.
Un ejemplo real de elementos estructurales bajo carga axial es dado por los
elementos de ta armadura del puente que se muestra en ja figura 1.9.

b S

Figura 1.9 Esta armadura de puente se compone de elementos de dos fuerzas
que pueden estar en tension o en compresion.

Retornando a la varilla BC de la figura 1.5, hay que recordar que la es-
ciston a la que se le sometid para determinar su fuerza interna y su corres-
pondiente esfuerzo era perpendicular a su eje; a fuerza intema era, por lo
tanto, normai al plane de la seccién (figura 1.7) y el esfuerzo correspondien-
te se describe como un esfiterzo normal. Asi, la férmula (1.5) da el esfuerzo
normal en un elemenio bajo carga axial:

T .
a =1 (1.5

Es preciso advertir que, en la férmula (1.5), o se obtiene al dividir la
magnitud £ de la resultante de las fuerzas internas distribuidas en la seccidén
transversal entre el drea A de la seccidn transversal; representa, por lo tanto,
el valor promedio del esfuerzo a través de la seccidn transversal, y no el va-
lor de an esfuerzo en un punto especifico de la seccidn transversal.

Para definir el esfuerzo en un punto dado Q en la seccidn transversal,
debe considerarse una pequefia drea AA (figura 1.10). Cuando se divide la
magnitud de AF entre AA, se obtiene el valor promedio del esfuerzo a tra-
vés de AA. Al aproximar AA a cero, se halla el esfuerzo enr el punto O:

(1.6)

Figura 1.10

1.5 Carga axial. Esfuerzo normal
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Introduccion. B concepto de esfusizo
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Figura 1,91

Figura 1.12

Hn general, el valor obienido para el esfuerzo, o, en un punto dado, O,
de la seccidn es diferente al valor del esfuerzo promedio dade por la férmu-
{a {1.3), v se encuenira que & varfa a traveés de la seccidn. En una varilla del-
gada sujeta a cargas concentradas, Py P, ignales v opuestas (figura 1.11a),
ta variacién es pequefia en una seccidn gue se encuenire lejos de los puntos
de aplicacidn de las cargas concentradas (figura 1.11¢), pero es bastante no-
toria en el vecindario de estos puntos (figuras 1.115 y ).

De la ecuacidn {1.0), se deduce que la magnitud de la resultante de las
fuerzas internas disiribuidas es

JdF: J{rdA

A

No obstante, las condiciones de equilibrio de cada una de las porciones de
varilla mosiradas en la ligura 1. 11 requiere que esta magnitud sea igual a la
magniind P de [as cargas concentradas. Se tiene, entonces,

P= J([F— [(7 A (1.7

‘A

lo que significa que el volumen bajo cada una de las superficies esforzadas
en fa figura £.11 debe serigual a la magnitud P de las cargas. Hsto, sin em-
bargo. es ia dnica informacion que es posible determinar a partir de nuestro
conccimiento sobre estdtica, con respecto a la distribucién de los esfuerzos
normales en las diversas secciones de la varilla. La distribucion real de los
esfuerzos en cualquier seccidn dada es estdticamente indeterminada. Para sa-
ber mds acerca de esta distribucion, es necesario considerar las deforma-
ciones que resultan del modo particular de la aplicacion de las cargas en
los extremos de la varilla. Esto se explicard con mayor atencidn en el capi-
tuio 2.

En la practica, se supoundrd que la distribucidn de los esfuerzos norma-
les en un elemento cargado axialmente es uniforme, excepto en la vecindad
inmediata de los puntos de aplicacidn de las cargas. El valor o del esfuerzo
es entonces igual a o, y puede calcularse con la férmula (1.5). Sin embar-
2o, hay que darse cuenta de que, cuando se supone una distribucidn unifor-
me de los esfuerzos en la seccidn. es decir, cuando se supone que las fuer-
zas internas se encuentran distribuidas uniformemente a través de la seccidn,
la estatica elementalt dice que la resultante P de las fuerzas internas debe
aplicarse en el centroide C de la seccidn (figura i.12). Esto significa que una
distribucicn uniforme del esfuerzo es posible sdlo si la linea de accidn de las
cargas concentradas B v B pasa a rravés del centroide de la seccion consi-
derada (flgura 1.13). Este tipo de carga se denomina carga cénirica y se su-
pondra gue tiene lngar en todos los elementos rectos de dos fuerzas que se
encuentran en armaduras y en estructuras conectadas con pasadores, como la
que se considera en la figura 1.1. Sin embargo, si un elemento con dos fuer-
zas estd cargado de manera axial, pero excéntricamente, como en la figura

T Véase Ferdinand P. Beer y E. Russell Johnston, Jv., Mechanics for Engineers, 4a. ed., McGraw-
Hill, Nueva York, 1987, o Vecfor Mechanics for Engineers, Ga. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1996,
secciones 5.2 y 5.3,
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Figura 1.13

I.14a, se encuentra gue, a partir de las condiciones de equilibrie de la por-
cidn del elemento que se muestra en la figura {.145, las fuerzas internas en
una seccién dada deben ser equivalentesa una fuerza P aplicada al centroi-
de de la seccidn y a un par M cuyo momento es M = Pd. La distribucién de
fuerzas --y, por lo tanto, la correspondiente distribucién de esfuerzos-— no
puede ser uniforme. Tampoco la distribucién de esfuerzos puede ser simétri-
ca como se muestra en la figura 1.11. Este punto se analizard detalladamen-
te en el capitulo 4.

Las fuerzas internas vy sus correspondientes esfuerzos estudiados en las sec-
ciones 1.2 y 1.3, eran normales a la seccidn considerada. Un tipo muy dife-
rente de esfuerzo se obtiene cuando se aplican fuerzas transversales P y P’
a un elemento AF {figura 1.15). Al efectuar un corte en C entre los puntos
de aplicacion de las dos fuerzas {figura 1.16a), obtenemos el diagrama de la
porcidén AC que se muesira en la figura 1.165. Se concluye que deben exis-
tir fuerzas internas en el plano de la seccidn, y que su resultante es igual a
P. Estas fuerzas mternas elementales se conocen como fuerzas cortantes, y
la magnitud P de su resultante es ei cortante en la seccion. Al dividir el cor-

I's

i
i

Figura 1.15

a)
Figura 1.14

1.6 Esfuerzo cortante ‘9;

B)

Figura 1.16

B
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’4@ Introduccién. El concepto de esfiserzo

Figura 1.18

tante P entre el area A de la seccidn transversal, se obtiene el esfiterzo cor-
tante promedio en Ja seccidén. Representando el esfuerzo cortante con la le-
tra griega 7 (tau), se escribe

(1.8)

Debe enfatizarse que el valor obtenido es un valor promedio para el es-
fuerzo cortante sobre toda 1a seccién. Al contrario de lo dicho con anteriori-
dad para los esfuerzos normales, en este caso no puede suponerse que la dis-
tribucion de los esfuerzos cortantes a través de una seccién sea uniforme.
Como se verd en el capitulo 6, el valor real T del esfuerzo cortante varia de
cero en la superficie del elemento hasta un valor méximo 7, . que puede ser
mucho mayor que el valor promedio, T prom-

Figura 1.17 Vista en corte ds una conexidn con un pemo en cortante.

Los esfuerzos cortantes se encuentran comiinmente en pernos, pasado-
res y remaches utilizados para conectar diversos elementos estructurales y
componentes de méquinas (figura 1.17). Considere dos placas A v B conec-
tadas por un perno CD (figura 1.18). Si a las placas se les somete a fuerzas
de tensién de magnitud F, se desarrollardn esfuerzos en la seccién del perno
que corresponde al plano EE’. Al dibujar los diagramas del perno y de la
porcidn localizada por encima del plano EE’ {figura 1.19), se concluye que
el cortante P en la seccién es igual a F. Se obtiene el esfuerzo cortante pro-
medio en la seccién, de acuerdo con la férmula (1.8), dividiendo e} cortante
P = Fentre el drea A de la seccidn transversal:

F F
Torom = E - E (L9

Figura 1.19



Figura 1.20

El perno que se ha considerado estd en lo que se conoce como cortante
simple. Sin embargo, pueden surgir diferentes condiciones de carga. Por ejem-
plo, si las placas de empalme C y D se emplean para conectar las placas A
y B (figura 1.20), el corte tendrd lugar en el perno HJ en cada uno de los dos
planos KK’ y LL" (al igual que en ef perno EG). Se dice que los pernos es-
tin en corte doble. Para determinar el esfuerzo cortante promedio en cada
plano, se dibujan los diagramas de cuerpo libre del perno HJ y de la porcién
del perno localizada entre los dos planos (figura 1.21). Observando que el
corte P en cada ima de las secciones es P = F/2, se concluye que el esfuer-
zo cortante promedio es

- (1.10)

Tprom = 24

prom

F2_F
A

=i

1.7 ESFUERZO DE APOYOD CMN CONEXIONES

Los pernos, pasadores y remaches crean esfuerzos en la superficie de apoyo
o supetficie de contacto de los elementos gue conectan. Por ejemplo, consi-
dere nuevamente las dos placas 4 y B conectadas por un pemo CD gue se
analizaron en la seccidn precedente (figura 1.18). El perno ejerce una fuerza
P sobre la placa A igual y opuesta a la fuerza F ejercida por la placa sobre
el perne (figura 1.22). La fuerza P representa la resultante de las fuerzas ele-
mentales distribuidas en la superficie interior de un medio cilindro de didme-
tro d y longitud ¢ igual al espesor de la placa. Como la distribucién de estas
Tuerzas, y de los esfuerzos correspondientes, es muy complicada, en la préc-
tica se utiliza un valor nominal promedic ¢, para el esfuerzo, Hamado es-
SJuerzo de apoyo. que se obtiene de dividir la carga P entre el drea del rec-
téngulo gue representa la proyeccion del perno sobre la seccién de la placa
{figura 1.23). Debido a que esta drea es igual a #d, donde t es el espesor de
la placa y 4 el didmetro del perno, se tiene que

(L1D)

1.7 Esfuerzo de apoyo en conexiones *: ’fl

J
a) b}
Figura 1.21

Figura 1.22

Figura 1.23
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Figura 1.24

Después de revisar los temas anteriores ahora ya se estd en posibilidad de
determinar los esfuerzos en los elementos y conexiones de varias estructuras
bidimensionales sencillas y, por lo tanto, de disefiar tales estructuras.

Como ejemplo, véase la estructura de la figura 1.1, que ya se ha consi-
derado en la seccién 1.2, para especificar los apoyos y conexiones en A, B y
C. Como se observa en la figura 1.24, la varilla de 20 mm de didgmetro BC
tiene extremos planes de seccidn rectangular de 20 X 40 mm, en tanto que
el aguilén AB tiene una seccion transversal de 30 X 50 mm y estd provista
de una horquilla en el extremo B. Ambos elerentos se conectan en B por un
pasador del gue cuelga la carga de 30 kN por medio de una ménsula en for-
ma de U. Al aguilén AB lo soporta en A un pasador introducido en ura mén-
suta doble, mientras que la varilla BC se conecta en € a una ménsula sim-
ple. Todos los pasadores tienen 25 mm de didmeltro,

"o = 25-mm
¢/
AN

20 mm

~F

VISTA SUPERIOR DE LA VARILLA BC

o = 20 nun

Sl = 25 mm

.
600 mm VISTA FRONTAL 7

800 mm

VISTA DE EXTREMO

I 20 mm

a0 mm
B .

pmg VISTA SUPERIOR DEL AGUILON AB
d =25 mm

a. Deéterminacién del esfuerzo normal en ef aguiton AE v en la va-
tifla BC. Como se ha visto en las secciones 1.2 y 1.4, la fuerza en la vari-
fia BC es Fpr = 50 kN {a tension) y el drea de su seccidn transversal circu-
lar es A = 314 X 10"% m? el esfuerzo normal promedio correspondiente es
Oge = +159 MPa. Sin embargo, las partes planas de la varilla también se



encuentran bajo tensidn y en la seccidn més angosta, donde se encuentra el
agijere, se tiene

A = (20 mm)(40 mm — 25 mm) = 300 %X 107" m’
El valor promedio correspondiente para el esfuerzo, por lo tanto, es

P 50X 10°N
(Osclowemo = 4= 300 10 o2 07 MPR

Advierta que éste es sdle un valor promedio, va que cerca del agujero, el es-
fuerzo alcanzard en realidad un valor mucho mayor, como se verd en la sec-
cién 2.18. Estd claro que, si la carga anmenta, la varilla fallara cerca de uno
de los agujeros, mds que en su porcién cilindrica; su disefio, par le tante, po-
drd mejorarse auwmentando el ancho o el espesor de los extremos planos de
la varilla. '

Ahora, tome en consideracion al aguildén AB, recordando que en la sec-
cidn 1.2 se vio que la fuerza en &l es Fy; = 40 kN (a compresidn). Puesto
que el drea de ta seccion transversal rectangular del aguilénes A = 30 mm X
50mm = 1.5 X 107 m* el valor promedio del esfuerzo normal en la parte
principal del aguilén, entre los pasadores A y B, es

40 X 10N

————————— = =267 X 10°Pa = —26.7 MPa
1.5 X 107" m*

Tap =

Advierta que las secciones de drea minima en A y B no se encuentran bajo
esfuerzo, ya que el aguildn estd en compresidn y, por lo tanto, empuja sobre
los pasadores (en lugar de jularios como lo hace la varilla BC).

b, Determinacién del ssfusrze corlante en las distinias conexio-
nes., Para determinar el esfuerzo cortante en 1na conexion como un perno,
pasador o remache, primero deben mostrarse con claridad las fuerzas ejerci-
das por tos distintos elementos que conecta. Asi, en el caso del pasador
C del ejemplo (figura 1.25q), se dibuja la figura 1.256, que muestra la fuer-
za de 50 kN ejercida por el elemento BC sobre el pasador, y la fuerza igual
y opuesta ejercida por la ménsula. Al dibujar ahora el diagrama de la por-
cion del pasador localizada hajo el plano DI donde ocurren los esfuerzos
cortantes {figura 1.25¢), se concluye que la fuerza cortante en ese plano
es P = S0 kN, Como el 4rea transversal del pasador es

2
A=mrt= 17(““45"“4) = (12,5 X 107  m)* = 491 X 10 % m?

resulta que el valor promedic del esfuerzo cortante en el pasador en C es

P 50 X 10°N
Tpmm = a1 W 16 2 = 102 MPa
A 491 X 107°m~

Considerando ahora el pasador en A (figura 1.26) se observa que se en-
cuentra bajo corte doble. Al dibujar los diagramas de cuerpo libre del pasa-
dor y de la porcion del pasador colocada entre los planos DD’ y EE' donde
ocwiren los esfuerzos cortantes, se llega a la conclusidn de que ' P = 20 kN y
que

P 20 kN 407 MP
T I ./ MFa
PORA L 491 X 1070w’

1.8 Aplicacion al andlisis y disefic <
de estructuras sencillas

E

Figura 1.25

I kN

a}

d =25 mm
i

) o)
Figura 1.26



%4  Introduccion. El concepto de esfuerze Al considerar el pasador en B (figura 1.27a}, se advierte que el pasador
puede dividirse en cinco porciones sobre las que actiian fuerzas ejercidas por
el aguildn, la varifla y la ménsula. Tomando en cuenta, en forma sucesiva,
las porciones DE (figura 1.275) y DG (figura 1.27¢), se llega a la conclusion
de que la fuerza de corte en la seccién E es Py = 15 kN, mientras que la
Tuerza de corte en la seccién G es Pg = 25 kN. Como la carga del pasador
es stmélrica, se concluye que el valor midximo de la fuerza de corte en el pa-
sador B es Pg = 25 kN, y que los mayores esfuerzos cortantes ocurren en
las secciones G y H, donde

1, 5= 20 kN =
JéQ =15 kiN

L P 25 kN

%, G
= eat Torom = — = e —— = 80 § MPa
Fyo =50kN 7 A 491 % 10 _‘_(’_m" 4

Pasacdlor B

o, Determinacién de los ssfusrzes de apoyo. Para obtener los es-
fuerzos nominales de apoyo en A en el elemento AB, se utiliza Ia formu-
la (1.11) de la seccidn 1.7. De la figura 1.24, se tiene que r = 30 mm y
d = 25 mm. Recuerde que P = F,; = 40 kN, se tiene que

P 40 kN
oy = = = 533 MPa
i {30 mm)(25 mun)

Para obtener el esfuerzo de apoyo sobre la ménsula en A, se emplea
t=2(25mm) =50 mm y d = 25 mu:

P 40 kN 39.0 MP
o, =— = = 32.0 MPa
o " ud (50 mm)(25 mm)
30 =15kN .
2 Los estuerzos de apoyo en B en el elemento AB, en By en C en el ele-
e mento BC y en la ménsula en € se calculan de manera similar.

Figura 1.27

1.8 METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Quienes estudian este texto deben aproximarse a un problema de mecanica
de materiales comeo lo harfan con una situacién ingenieril real. Su propia ex-
periencia e intuicion les ayudardn a comprender y formular mejor el proble-
ma. Sin embargo, una vez que el problema ha side planteado con claridad,
no es posible solucionarlo utilizanda e! gusto personal. La solucién de ese
tipo de problemas debe basarse en los principios fundamentales de la estati-
ca y en los principios gue se analizan en este curso. Cada paso que se tome
debe justificarse sobre esa base, sin dejar espacio para la “intaicién”. Des-
pucs de que se ha obtenido una respuesta, ésta deberd verificarse, Nuevamen-
te, puede utilizarse sentido comin y su experiencia personal. Si no se estd
satisfecho por completo con el resultado obtenido, deberd revisarse con cui-
dado ta formulacién del problema, la validez de los métodos empleados en
su solucién y la exactitud de los cilculos.
El planteamiento del problema deberd ser claro v preciso. Necesitard in-
cluir los datos dados e indicar el tipo de informacion gue se requiere. Debe-
' réd incluir un dibujo simplificado que muestre todas las cantidades esenciales
involucradas. La solucién para la mayoria de los problemas que encontrari
hard necesario que primero se determinen las reacciones en los apoyos v las
Juerzas y los pares internos. Bsto requerird dibujar uno o més diagramas de



cuerpo libre, como ya se hizo en la seccidn 1.2, de los que podrén escribir-
se las ecuaciones de equilibrio. Bstas ecuaciones deben resolverse para co-
nocer las fuerzas desconocidas, a partir de las que pueden calculazse los es-
Juerzos y deformaciones vequeridas,

Después de haber cbtenide la respuesta, deberd verificarse cuidadosa-
mente. Los errores en el razoramiento pueden encontrarse con frecuencia
analizande las unidades a través de los cilculos vy verificando las unidades
obtenidas para la respuesta. Por ejemplo, en el iseflo de la varilla que se es-
tudi6 en la seccidn 1.4, se encontro, después de utifizar las unidades a través
de nuestros cdlculos, que el didmetro requerido por la varilla se expresd en
milfmetros, que es la unidad correcta para una dimension; si se hubiera en-
contrade otra unidad, se sabria que se cometié un error.

Los errores de cdlculo, por lo general, seran evidentes cuando se susti-
tuyan los valores numéricos obtenidos en una ecuacién gue atun no ha sido
utilizada v verificando que 1a ecuacion se satisface. Hay que resaltar que en
Ia ingenieria es muy importante gue los cdlculos sean correctos.

1,10 EYACTITUD NUMERICA

La exactitud de la solucién de un preblema depende de dos aspectos:
1) la exactitud de los datos recibidos y 2) la exactitud de los cdlculos desa-
rrollados.

La solucién no puede ser mds exacta que el menos exacto de estos dos
factores. Por ejemplo, si se sabe que la carga de una viga es de 75000 b con
un error posible de 100 Ib en cualquier sentido, el error relativo gue mide el
grado de exactitud de los datos es

£00 16

— e — G,

7500016 0.0013 = 0.13%

Al calcular la reaccién en uno de los apoyos de la viga, serfa entonces irre-
levante registrarlo como de 14322 1b. La exactitud de la soluciéa no puede
ser mayor que el 13%, sin importar cudn exactos sean los cdlculos, y el
error posible en la respuesta puede ser tan grande como (0.13/100)(14322 1)
== 2(; 1b. El registro apropiado de la respuesta seria de 14320 = 20 1b.

En los problemas de ingenierfa, los datos rara vez se conocen con una
exactitud mayor del 0.2%. Por lo tanto, rara vez se justifica escribir la res-
puesta a dichos problemas con una precisién mayor del 0.2%. Una regla pric-
tica es utilizar 4 cifras para registrar los ndmeros que comienzan con “17 y
3 cifras para todos los otros casos. A menos gue se indigue lo contrario, loas
datos ofrecidos en un problema deben suponerse conocides con un grado
comparable de exactitud. Una fuerza de 40 Ib, por ejemplo, deberia leerse
40.0 1b, y una fuerza de 15 lb deberia leerse 15.00 1b.

Los ingenieros practicantes y los estudiantes de ingenierfa emplean con
gran frecuencia calculadoras de bolsille y computaderas. La rapidez y exac-
titad de estos aparatos facilitan los cidlculos nméricos en la solucidn de mu-
chos problemas. Sin embargo, fos estudiantes no deberdn registrar mis cifras
significativas que las que puedan justificarse solo porque pueden obtenerse
con facilidad. Como se sefialé anteriormente, una exactitad mayor que 0.2%
es rara vez necesaria o significativa en la solucidn de los problemas practi-
cos de ingenieria.

1.10 Exactitud numérica
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¢ in. didmetro

i % in. digmetro

% in. digmetro

= 7501

En el soporte mostrado la porcidn superior del eslabdn ABC es de # in. de grueso y
las porciones inferiores son cada uno de § in. de grueso. Se utiliza resina epéxica pa-
ra unir la porcidn superior con la inferior en 5. Bl pasador en A tiene un didmetro de
3 in. mientras que en C se emplea un pasador de 1 in. Determine &) el esfuerzo cor-
tanle en el pasador 4, &) el esfuerzo cortante en el pasador C, ¢) el médximo esfuer-
zo normal en el eslabdn ABC, d) el esfuerze cortante promedio en las superficies pe-
gadas en B y ¢) el esfuerzo de soporte en el eslabon en €.

SOLUCION

Cuerpo libre: soporie enters.  Como el eslabén ABC es un elemento con dos
ferzas, 1a reaccidn en A es vertical; la reaccidn en D esid representada por sus com-
ponentes D, v D.. Se escribe:

TYSM, = O (500 1b)(15 in.) ~ F,o(10in.) = O
Fu= 475016 F,.=7501b  tension

a. Esfuerzo cortanie en el pasador 4. Ya que este pasador de § in. de digme-
tro estd en cortante dnico, se escribe

F 750 1b .
T, = LA T 7, = 6790 psi €
A 4m(0.375in Y

i

4. Bstuerze cortante ea el pa
tro estd en cortante doble, se anota

r . Como este pasador de § in. de didme-

% ac 375 1b
A iw(0.25n)

Te = 7o = 7640 psi

¢. Maximo esfnerzo normal en el eslahin ABT. Bl maximo esfuerzo se en-
cuentra donde el drea es mds pequefia; esto ocurre en la seccion transversal en A don-
. . 3 . . .
de se localiza el agujero de § in. Asi, se tiene que

F 7501 750 b
a2t = 01 S—EL oy = 2290 psi €

Ao (Gin)(125in —0375in) 0.328in?

4. Esfuerzo covtanie promedio en B.  Se advierte que existe adhesién en am-
bos lados de la porcidn superior del estabdn y que la fuerza cortante en cada lado es
Fy = {75010)/ 2 = 375 Ib. Por lo tanto, el esluerzo cortante promedio en cada super-
ficie es

’ :i]"ﬁ o Ty = 1714 psi =
P (1.25 in.)(1.75 in.) T P ps

e. Bsluerzo de apoyo en el esiabén en . Para cada porcida del esiabon, F,
= 375 1b y el drea nominal de apoyo es de {(0.25 in)(0.25 in) = 0,0625 in.%.

El_ _3751b
A 0.0625 in.2

= Ty = oy = 6000 psi



La barra de sujecién de acero gue se muestra ha de disefiarse para soportar una fuerza
de tensién de magnitud P = 120 kN cuande se asegure con pasadares enire mén-
sulas dobles en A y B. La barra se fabricard de placa de 20 mm de espesor.
Para el grado de acero que se usa, los esfuerzos maximos permisibles son:
o = 175 MPa, 7 = 100 MPa, ¢, = 350 MPa. Disefie la barra de sujecion determi-
nande los valores requeridos para a) el didmetro o del pasader, #) la dimensidn b en
cada extremo de la barra, ¢} la dimension A de la barra.

TE—=—1—7F 100 MPz = = d = 27.6 mm
A g smd
t = 20 mm
/% Seusard ¢ = 28 mun <
Jh

En este punto se verifica el esfuerzo de apoyo entre la placa de 20 mm de espesor y
el pasador de 28 mim de didmetro.

r 120 KN 214 MPa < 350 MPa  OK
— = =72 a a
«d  (0.020 m)(0.028 m) 7

ciones de extremo de la barra. Como el espesor de la placa de acero es de + = 20 mm
y el esfuerzo promedic de tensién promedio no debe exceder los 175 MPa, se escribe

: & en cada extreme de ls barra.  Se considera una de las por-

P 175 MP 60 kN 17.14
- e — = L/,
ta (0.02 m)a ¢ i

h=d+ 2 =28 mm + 2(17.14 mm) b =623 mm <

t = %0 mm ] L ‘
¢, Dimensign & de la barra.

es t =20 mm, se tiene que

Recordando que el espesor de la placa de acero

P 120 kN
== 175 MPa = e =343
T * 0,020 m)h P

Se utilizard /= 35 mm <
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1.1 Dos varillas cilindricas sélidas AB y BC estdn soldadas en B y cargadas
como se muestra. Sabiendo que &, = 50 mm v d, = 30 mun. encuentre el esfuerzo
normal promedio en la seccién central de ) la varilla AB, b) la varilla BC.

1.2 Dos varillas cilindricas sélidas AB y BC estdn soldadas en B y cargadas
come se muestra en la figura. Sabiendo que el esfuerze normal promedio no debe
exceder de 140 MPz en ninguna variila, determine los valores mds pequefios permi-
sibles de d, y d,.

.2 Dos varillas cilindricas sélidas AB y BC se encuentran soidadas en B y

cargadas como se muestra. Determine el esfuerzo normal promedio en 1a seccion me-
dia de @) Ia variila AB, b) la varilla BC.

21 30kps g
e el

B e e

P = 40 kips

30 kips |

I 30 i 40 . ‘

Figura P1.3

1.4  En el problema 1.3, determine Ja magnitud de la fuerza P pava la que el
esfuerzo de tensidn en la varilla AB tiene la misma magnitud que el esfuerzo de com-
presidn en la variila BC.

7.5 Dos placas de acero deberin sujetarse por medio de pasadores de acero de
alta resistencia de 16 mm de didmetro que embonan con suavidad dentro de espa-
ciadores cilindricos de latdn. Sabiendo que el esfuerzo normal promedio no debe ex-
ceder de 200 MPa en los pasadores y de 130 MPa en los espaciadores, determine el
didmetro exterior de los espaciadores gque olrece el diseflo mds econdmico y seguro.

Figura P1.5

7.6 Una galga extensiométrica localizada en C en la superficie del hueso AB
indica gue ¢l esfuerzo normal promedio en el hueso es de 3.80 MPa cuando se le so-
mete a dos fuerzas de 1200 N como se muestra. Suponiendo que la seccidn trans-
versal del hueso en C sea anular, y sabiendo que ¢l didmetro exterior es de 25 mm,
determine el didmetro interior de la seccidn transversal del hueso en C.
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Figura P1.7

1.7 Si se sabe que la porcidn central del esiabon BD tiene un drea uniforme
de 800 mm” en su seccién transversal, determine la magnitud de la carga P para la
cual el esfuerzo normal en dicha porcidn de BD es de 50 MPa.

1.8 El eslabdn AC tiene una seccién transversal rectangular uniforme de 1 in.
de espesor ¥ 1 in, de ancho. Encuentre ¢l esfuerzo normal en la porcién central de
dicho eslabdn.

1.8 Cada uno de los cuatro eslabones verticales tiene una seccion transversal
rectangular uniforme de § X 36 mm, y cada uno de los cuatro pasadores tiene un
didmetro de 16 mm. Determine el valor maximo del esfuerzo normal promedio en
los eslabores que conectan ¢} los puntos B y D, b) los puntos Cy E.

Figura P1.9

1.18  Dos fuerzas horizontales de 3 kips se aplican al pasador B en el ensam-
ble que se muestra. Si se sabe que en cada conexién se emplea un pasador de 0.8 in.
de didmetro, determine el valor maximo del esfuerzo normal promedio a) en el es-
labon AB, ) en el eslabén BC.

7,97 La barra rigida EFG estd sostenida por el sistema de armadura que se
muestra en la figura. St se sabe que el elemento CG es una varilla circular sélida de
(.75 in. de didmetro, determine el esfuerzo normal en CG.

7.72 La barra rigida EFG estd sostenida por el sistema de armadura que se
muestza en la figura, Determine el drea de la seccidn transversal del miembro AE
para la cual el esfuerze normal en el elemento es de 15 ksi.

Proklemas

Figura P1.8

0.5 in.

Bl

1.5 in..,
\

Figura P1.10
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Figuras P1.11y P1.12
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Figura P1.15

12 Dos cilindros hidraulicos se emplean para controlar la posicién del brazo
robot ABC. Si se sabe gue las varillas de control enganchadas en A y D tienen cada
una un didmetro de 20 mim y son paralelas en la posicién mostrada, determine el es-
fuerzo normal promedio en @) el elemente AE, b} el elemento DG

150 mm

<— 300 mm —j«—‘/a—g«———mw GO0 1m
i

[

400 mm

200 wmm

150 vun
Figura P1.13

1.14  Un par M con magnitud de 1300 N - m se aplica a la manivela de una
méquina. Para la posicidn mostrada, calcule o) la fuerza P requerida para mantener
al sistema de fa mdquina en equilibrio, b) el esfuerzo nermal promedic en la biela
BC, 1a cual tiene una seccidn transversal uniforme de 450 mm?,

1.75 Cuando la fuerza P alcanzé 8 kN, el elemento de madera mostrado falld
a cortante a lo largo de la superficie indicada por la linea punteada. Determine ¢l es-
fuerzo cortante promedio a lo largo de esa superficie en el momento de la falla.

1.18 Los elementos de madera A v B serdn unidos mediante ldminas de ma-
dera contrachapada que se pegardn por completo sobre las superficies en contacto.
Como parte del disefio de 1a junta, y sabiendo que el clare entre los exiremos de los
elementes serd de 1 in., determine la longitud minima permisible L si el esfuerzo cor-
tante promedio en el pegamento no debe exceder de 120 psi.

¢ 5.5 kips

3.5 ldps

Figura P1.16



¥.77 Una carga P se aplica a una varilla de acero soportada, como se muestra
en la figura, por una placa de alwminio en la que se ha perforade un barreno de 0.6
in. de didmetro. Si se sabe que el esfuerzo cortanie no debe exceder de 18 ksi en la
varilla de acero ¥ de 10 ksi en la placa de aluininio, determine la mdxima carga P
que puede aplicarse a la varilla.

1.18  Dos planchas de madera, cada una de 12 mm de espesor y 225 mm de
ancho, estdn unidas por el ensambie pegado de mortaja que se muestra en la figura.
Si se sabe que la junta fallard cuando ef esfuerze cortante promedio en el pegamento
alcance 8 MPa, determine la magnitucd P de ia carga axial que causard una falla en
la junta.

e M LER 1(01]

—E*— |—<— 16 mm

_i’iﬁ miy

P :
S 25 mmm e 225 mm ¢

Figura P1.18

1.1%  La fuerza axial en la columna que soporta la viga de madera mostrada
en la figura es P = 75 kN, Determine la longitud minima permisible L de la zapata

de carga si el esfuerzo de apoyo en la madera no debe exceder de 3.0 MPa.

1.28  Una carga axial de 40 kN se aplica sobre un poste corto de madera, el
cual estd sostenido por un basamento de conereto que descansa sobre suelo regu-
lar. Defermine a) el estuerzo de apoyo médximo sobre ¢l cimiento de concreto, b) el
tamafic del cimiente para el cual el esfuerze de apoyo promedio en el suelo es de
145 kPa.

1P = A0 kN

100 mm

Figura P1.20

1 Una carga axial P estd soportada por una columna corta W§ X 4 con
drea de seccion transversal A = 11.7 in.? y se distribuye hacia un cimiento de con-
creto mediante una placa cuadrada, tal como se observa en la figura. Sabiende que
e} esfuerzo normal promedio en la columna no debe exceder de 30 ksi, v que &l es-
fuerzo de apoyo sobre el cimiento de concreto no debe exceder de 3.0 ksi, determine
el lado @ de la placa que proporcicnard el disefio mds econdmico y seguro.

Problemas 4+

04 m.
0525

Figura P1.17

140 mim

Figura P1.19

Figura P1.21
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Figura P1.25y P1.26

§.2Z Tres tablas de madera se aseguran con una serie de pasadores para for-
mar una columna. El didmetro de cada pasador es de 3 in. y el didmetro interior de
cada arandela es de § in., lo cual es ligeramente mas grande que el didmetro de los
barrenos hechos en las tablas. Determine ¢l didmetro exterior minimo permisible
en las arandelas , si se sabe que ¢l esfuerze normal promedio en los pasadores es
de 5 ksi y el esfuerzo de apoyo entre las arandelas y las tablas no debe exceder de
1.2 ksi.

1.23  Una varilla de acero AB con 0.12 mm de digmetro se ajusta a un orifi-
cic redondo cerca del extremo C del efemento de madera CD. Para la carga mos-
trada, determine a) el esfeerzo mdximo normal promedio en la madera, b) la distan-
cia b para la cual el esfuerzo cortante promedio es de 620 kPa sobre las superficies
indicadas por lineas punteadas, ¢) el esfuerzo de apoyo promedio sobre la madera.

1.24  El cilindro hidriulico CF, que controla de manera parcial la posicidn de
la varilia DE, se ha fijado en la posicidn mostrada. El elemenio 8D es de 2 in. de es-
pesor v esta conectado al véstago vertical por un perno de 2 in. de difmetro. Caicule
a) el esfuerzo cortanie promedio en el perne, b) el esfuerzo de apoyo en C en el ele-
mento BD,

Lo
[

1.8,

Figura P1.24

1,25 Un pasador de 6 mm de didmetro se utiliza en la conexién C del pedal
que se muestra en la figura. Si se sabe que P = 500 N, determine ) el esfuerzo cor-
tante promedio en el pasador, &) el esfuerzo de apoyo nominal en el pedal en C, ¢)
el esfuerzo de apoyo nominal en cada ménsula de apoyo en C.

1.26 Si se sabe que una fuerza P con magnitud de 750 N se aplica al pedal
que se muestra en la figura, determine «) e} didmetro del pasador en C para el cual
el esfuerzo cortante promedio en el pasador es de 40 MPa, b) el esfuerzo de apoyo
correspondiente en el pedal en C, ¢) el esfuerzo de apoyo correspondiente en cada
ménsula de apoyo en C.

1.27 Para el ensamble y 1a carga del problema 1.9, determine a) el esfuerzo
cortante promedio en el pasador en B, b) el esfuerzo de apoyo promedio en B en
el elemento BD, ¢) el esfuerze de apoyo promedio en B en el elemento ABC, sa-
biendo que este elemento lene una seccidn (ransversal rectangular uniforme de
10 % 50 mm.

1.28 Para el ensamble v la carga del problema 1.10, determine a) el esfuerzo
cortante promedio en el pasador en €, b) el esfuerzo de apoyo promedic en C en el
clemento BC, ¢) et esfuerzo de apoye promedic en B en el elemento BC.



1.11 ESFUERZGS EN UN PLAMO OBLICUDQ
BAJO CARGA AXIAL

En las secciones precedentes, se encontrd que las fuerzas axiales ejercidas en
un elemento sometido a dos fuerzas (figura 1.284) causan esfuerzos norma-
les en ese elemento (figura 1.28D), mientras que también se encontrd que las
fuerzas transversales ejercidas sobre pernos y pasadores (figura 1.29a) cau-
san esfuerzos corlantes en esas conexiones (figura 1.295). La razén de que
tal relacién observada entre las fuerzas axiales y los esfuerzes normales, por
una parte, y las fuerzas transversales y los esfuerzos cortantes, por la otra,
fue que los esfuerzos se determinaron dnicamente en los planos perpendicu-
iares al eje del elemento o conexidén. Como se verd en esta seccion, las fuer-
zas axiales causan esfuerzos tanto normales come corlantes en planos gue no
son perpetdiculares al eje del elemento. De manera similar, las fuerzas trans-
versales ejercidas sobre un perno o pasador producen esfuerzos tanto norma-
les como cortantes en planos gue no son perpendiculares al eje del perno o
pasador.

) £

Figura 1.29

Considere ] elemento de dos fuerzas de la figura 1.28, que se encuen-
tra sometido a fuerzas axiales P y P* Si se realiza un corte en dicho elemen-
to, que forme un dngulo & con un plano normai (figura 1.30a) y se dibuja el
diagrama de cuerpo libre de Ja porcién del elemento localizada a la izquier-
da de ese corte (figura 1.305), se encuentra z partir de las condiciones de
equilibrio del cuerpo libre que las fuerzas distribuidas que actian en la sec-
cién deben ser equivalentes a Ia fuerza P.

Separando P en sus componentes F y V, que son, respectivamente nor-
mal ¥ tangencial al corte (figura 1.30c¢), se tiene que

F = Pcos @l V= Psenf (1.12)

La fuerza I representa la resultante de las fuerzas normales distribuidas a tra-
vés de la seccidn, y la fuerza V Ia resuitante de las fuerzas cortantes (figura
1.30d). Los valores promedio de los esfuerzos normales y cortantes corres-
pondientes se obtienen dividiendo, respectivamente, Iy V entre el drea A,
de la seccidn:

F 1%

g =— T = —
A(J Al’i

(1.13)

Al sustituir los valores de F y V de la ecuacion (1.12) en la ecuacidn (1.13),
y observando de la figura 1.30c que Ay = A, cos 6, 0 que A, = Ag/cos 6,

1.11 Esfuerzos en un plano oblicuo 23
bajo carga axial

Figura 1.28

a)

Ay

P

Figura 1.30
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b) Esfuerzos para §=10

o= PARA

- Tw™ F’Ii_\’l)

¢} Esfuerzos para £ = 45°

s Tw= Py

o= Pr2A,
d} Esfuerzos para § = —43°
Figura 1.31

Figura 1.32

doade A, denota el drea de una secci6n perpendicular al eje del elemento, de
lo que se obtiene

Pcos 8 Psend
= — T o= e
Ag/cos 8 Ay/cos 8
o
P 5 P
o = —cos 7= —gen@cosf (1.14)
0 0

De la primera de las ecnaciones (1.14) se observa que el valor del es-
fuerzo normal o es el mdximo cuando @ = 0, es decir, cuando el plano de la
seccion es perpendicular al eje del elemento, y que se aproxima a cero al
aproximarse 6 a 90°. Se verifica que el valor de ¢ cuando & = 0 es

o, = {1.15)

como se encontré en la seccion 1.3. La segunda de las ecuaciones (1.14)
muestra que el esfuerzo cortante T es cero para # = 0 y para ¢ = 90°, y que
para 6 = 45° alcanza su valor méximo

P P
T, = ——gen 45° cos 45° = — (1.16)
Ag 24,

La primera de las ecuaciones (1.14) indica que, cuando § = 457, el esfuerzo
normal o' también es igual a P/2Ay:

P P
o' = e cost 459 = —— {1.17)
Aq 24,

Los resultados obtenidos en fas ecuaciones (1.15), (1.16) y (1.17) se
muestran grificamente en Ia figura 1.31. Se observa que la misma carga pro-
duce un esfuerze normal o, = P/A; vy ningln esfuerzo cortante (figura
1.315), o un esfuerzo normal y un esfuerzo cortante de la misma magni-
tud o' = 1, = P/24; (figura 1.31c¢ y d), dependiendo de la orientacion del
corte. :

rank
iy

Los ejemplos de las secciones previas estuvieron restringidos a elementos ba-
jo carga axial y a conexiones bajo carga (ransversal. La mayoria de los ele-
mentos estructurales v de los componentes de maquinaria se encuentran ba-
jo condiciones de carga mds complicadas. ‘

Sea un cuerpo sujeto-a varias cargas Py, P, etcétera (figura 1.32). Para
comprender la condicién de esfuerzos creada por estas cargas en algtin pan-
to O dentro del cuerpo, primero se efectuard un corte a través de (@, utilizan-
do un plano paralelo al plano yz. La porcién del cuerpo a ia izquierda de la
seccifn estd sujeta a algunas de las cargas originales, y a las fuerzas norma-
les y de corte distribuidas a iravés de la seccién. Denotaremos con AF* y
AV, respectivamente, las fuerzas normales y de corte que actitan sobre una



@) b}
Figura 1.33

pequefia drea AA que rodea al punte O (figura 1.33¢). Note que el superin-
dice x se emplea para indicar que las fuerzas AF* y AV* actiian sobre una
superficie perpendicular al eje x. En tanto que la fuerza normal AF* tene
una direccién bien definida, la fuerza cortante AV puede tener cualguier di-
reccion en el plano de la seccion. Por lo tanto, descompenemos AV en dos
fuerzas componentes, AV y AV, en direcciones paralelas a los ejes y y z,
respectivamente (figura 1.335). Dividiendo ahora la magnitud de cada fuer-
za entre el drea AA, y haciendo que AA se aproxime a cero, se definen las
tres componentes del esfuerzo mostradas en la figura 1.34:

sy AFY
T T a0 AA
_ _ (1.18)
O AVD . AV
T = Mmoo El Ly

Se observa que el primer subindice en o, 7., y 7, se emplea para indicar
que Jos esfuerzos bajo consideracion se ejercen sobre una superficie perpen-
dicular ai eje x. Bl segundo subindice en 7., y en 7. identifica la direccidn
de I componente, Bl esfuerzo normal o, es positivo si la flecha correspon-
diente apunta en la direccidn x positiva, es decir, si el cuerpo estd en tension,
y negaliva de otra manera. En forma similar, las componentes del esfuerzo
cortante T, ¥ 7,. son positivas si las flechas correspondientes apuntan, res-
pectivamente, en fas direcciones y v z positivas. _

El andlisis anterior puede también llevarse a cabo considerando Ja por-
cion del cuerpo localizada a Ia derecha del plano vertical que pasa a través
de ¢ (ligura 1.35). Las mismas magnitudes, pero con direcciones opuestas,
se obtienen para las fuerzas normal y cortante AFY, AV y AV?, Por lo tan-
to, los mismos valores se obtienen para las componentes correspondientes de
los esfuerzos, pero ya que la seccidn en la figura 1.35 apunta ahora al ¢je x
negativo, un signo positivo para o, indicard que la flecha correspondiente
apunta ahora en la direccidn x negativa. De manera similar, los signos posi-
tivos en 7, ¥ 7T,. indicardn que fas flechas correspondientes apuntan, respec-
tivamente, en las direcciones y y z negativas, como indica la figura 1.35.

1.12 Esfuerzos bajo condiciones generales
de carga

Figura 1.34

Figura 1.35
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Figura 1.36

Figura 1.37
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Figura 1.38

Haciendo un certe a través de Q paralelo al plano zx, se definen de la
misma manera las componentes de esfuerzo o, 7, y 7, Por dltimo, un cor-
te a través de O paralelo al plano xy da las componentes o, 7., ¥ T,

Para simplificar la visualizacion de la condicidén de esfuerzos en el
punto (0, considere un pequefio cubo de lado a centrado en Q v que los es-
fuerzos se ejercen en cada una de las seis caras del cubo (figura 1.36). Las
componentes de los esfuerzos mostradas en la figura son o, o, y 0, que
representan los esfuerzos normales en las caras perpendiculares respectiva-
mente a los ejes x, y y z, ¥ las seis componentes de les esfuerzos cortantes
Ty Taps etcétera. Es preciso recordar que, de acuerdo con la definicidn de las
componentes del esfuerzo cortante, 7,, representa la componente y del es-
fuerzo cortante que es ejercida en 1a cara que es perpendicular al eje x, mien-
tras que T, representa la componente x del esfuerzo cortante que se ejerce
sobre la cara que es perpendicular al eje y. Advierta que s6lo tres caras del
cubo son visibles en la figura 1.36, y que en las caras opuestas actiian com-
ponentes de esfuerzos iguales y opuestas. En tanto que los esfuerzos que ac-
tdan sobre las caras del cubo difieren ligeramente de los esfuerzos en (), el
error involucrado es pequefio y desaparece cuando el ado @ del cubo se apro-
Ximi a cero.

Ahora se deducirdn algunas relaciones importantes entre las componen-
tes del esfuerzo cortante. Considere e diagrama de cuerpo libre del peque-
fio cubo centrado en el punto @ (figura 1.37). Las fuerzas normales y cor-
tantes que actian sobre las diversas caras del cubo se obtienen multiplicando
las componentes correspondientes del esfuerzo por el drea AA de cada cara.
Primero se escribirdn las tres ecnaciones de equilibrio siguientes:

SF, =0 SE, =0 SF. =0 (1.19)

Como hay fuerzas iguales y opuestas a las fuerzas mostradas en la figura 1.37
actuando sobre las caras ocultas del cubo, es claro que las ecuaciones (1.19)
se satisfacen. Considerando, ahora, los momentos de las fuerzas alrededor de
los gjes Qx’, Oy’ vy Oz’ dibujados desde @ en direcciones paralelas respecti-
vamente a los ejes x, y ¥ z, se anotardn tres eciiaciones adicionales

M. =0 2M, =0 ZM. =0 (1.20)
Utilizando una proyeccion sobre el plane x'y’ (figura 1.38), se advierte que
las finicas fuerzas con momentos alrededor del eje z distintas de cero son las
fuerzas cortantes, Estas fuerzas forman dos pares, uno de ellos es un momen-
1o (1, AA)a, en la direccién antihoraria {(positiva), y el otro es un momento
~(1,. AA)a, en direccién horaria (regativa). La titima de las tres ecuaciones
{1.20) da, por lo tanto
+5EM, = (7 AA)a — (7, AA)a = 0

de donde se concluye gue

(1.21)

La relacién obtenida muestra que la componente y del esfuerzo cortante ejer-
cida sobre una cara perpendicular al eje x es igual a la componente x del mo-



menta cortante ejercido sobre una cara perpendicular al eje y. De las dos
ecuaciones (1.20) restantes, deducimos de manera similar }as relaciones

(1.22)

Ty To

Se concluye, a partir de las ecnaciones (1.21) vy (1.22), que sélo sc re-
quieren seis componentes de esfuerzo para definir la condicion de esfuerzo
en un punto dado @, en lugar de nueve como se supuso al principio. Estas
Seis COmpONeRles son o, o, O, T, Ty ¥ 7o También se observa que, en un
punto dado, el cortante no puede ocurrir en un plano dnicamente; un esfuer-
zo cortante igual debe ser ejercido en otro plano perpendicular al primero.
Por gjemplo, considerando de nevo el pasador de la figura 1.29 y un peque-
fio cubo en el centro O del pasador (figura 1.394), se encuentra gue deben
gjercerse esfuerzos cortantes de igual magnitud en las dos caras horizontales
del cubo y en las dos caras gue son perpendiculares a las fuerzas Py P’ (fi-
aura 1.39D).

Antes de concluir este andlisis sobre las componentes del esfuerzo, con-
sidere de nuevo el caso de un elemento bajo carga axial. Si se estudia un
pequeiio cube con caras parzlelas a las caras del elemento y se recuerdan
los resuitados de la seccidn 1.11, se verd que las condiciones de esfuerzo en
el elemento pueden describirse como se muestra en la figara 1.40a. Los (ini-
cos esfuerzos son los esfuerzos normales o, ejercidos sobre las caras del cu-
bo que son perpendiculares al eje x. No cbstante, si se gira ¢l pequeiio
cubo 45° alrededor del eje z de tal manera gue su nueva orientacién sea igual
a la orientacion de las secciones consideradas en la figura 1.31¢ y d, se con-
cluye que se ejercen esfuerzos normales y cortantes de ignal magnitad so-
bre cratro caras del cubo (figura 1.40%). Se observard, de esta manera, que
la misma condicién de carga puede conducir a distintas interpretaciones
de la situacién de esfuerzos en un punto dado, dependiendo de 1a orien-
tacidn del elemento considerado. En el capitule 7 se explicard mds esie
aspeclo.

1.12 CONSIDERACIONES DE DISEND

En las secciones previas se aprendid a determinar Jos esfuerzos en varillas,
pernos y pasadores en condiciones sencillas de carga. En capitulos posterio-
res se aprenderd a determinar esfierzos en situaciones mds complejas. En lag
aplicaciones de ingenierfa, sin embargo, la determinacién de esfuerzos rara
vez es un fin en s{ misma. Al contrario, el conocimiento de los esfuerzos lo
emplean los ingenieros como un apoyo a su tarea mds importante: el disefio
de estructuras y mdquinas que puedan desempefiar una tarea especifica en
forma segura y econdmica.

a. Determinacion de la resistencia Gltima del material.  Un elemen-
to impertante que debe considerar un disefiador es cdmo se comportard el
material que ha seleccionado cuande esté sometido a una carga. Para un ma-
terial dado, esto se determina realizando ensayos especificos sohre muestras
preparadas del material. Por ejemplo, una probeta de acero puede preparar-
se y colocarse en una mdquina de ensayo de laboratorio para someterla a una
Tuerza centrada axial de tensién conocida, como se describe en la seccién
2.3, Al aumentar ia magnitud de Ia fuerza, se miden varios cambies en la pro-
beta, por ejemplo, cambios en su longitud y didmetro. Finalmente se alcan-
zard la médxima fuerza que puede aplicarse a la probeta, Iz cual se romperd

i)
Figura 1.39

1.13 Consideraciones de disefio
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Figura 1.41

Figura 1.42

o comenzard a soportar menos carga. Esta mdxima fuerza se llama fa carga
iltima del material y se denota como Py. Debido a que [a carga aplicada es
centrada, puede dividirse la carga {liima por el area transversal origimal de
la variila para obiener el esfuerzo dltimo normal del malerial usado. Este es-
fuerzo, también conocido come la resistencia wltima a la tension del mate-
rial, es

Py
oy = “X

(1.23)

Se encuentran disponibles varios procedimientos de ensayo para deter-
minar el esfuerzo cortante iiltimo, o resistencia idltima al corte, de un mate-
rial. El més comin consiste en el torcimiento de un tubo circular (seccidon
3.5). Uno mds directo, aungue menos exacto, consiste en sujetar una barra
rectangular o redonda en una herramienta de corte (figura 1.41) y aplicarle
una carga P que va siempre en awnento hasta obtener la carga tltima Py pa-
ra corte dnico. Si el extremo libre de la probeta descansa sobre ambos dados
endurecidos (figura 1.42), se obtiene la carga Glttma para corlante doble. Ea
cualquier caso, el esfuerzo cortante 1iltimo 7, se obtiene al dividir la carga
(ltima entre el drea total sobre la que ha ocurrido el corte. Recuerde que, en
el caso del corte puro, esta drea es el drea de seccidn transversal A del espé-
cimen, mientras que en corte doble es dos veces el drea de seccion trans-
versal.

b, Carga permigible v esfuarzo permisible, Factor de se
La médxima carga que puede soportar a un elemente estructural o un compo-
nente de maquinaria en condiciones normales de uso es considerablemente
mds pequefia que la carga dltima. Esta carga mas pequeila se conoce como
la carga permisible y, en ocasiones, como la carga de trabajo o carga de di-
sefio. Asi, s6lo una fraccidn de la capacidad 1iltima de carga del elemento se
utiliza cuando se aplica fa carga permisible. El remanente de la capacidad
portadora de carga del elemento se mantiene en reserva para asegurar su de-
sempefio seguro. La razdn de la carga dltima a la carga permisible se emplea
para definir el fuctor de seguridad.T Se tiene que

) carga tltima
Factor de seguridad = F.S. = ———————— (1.243
carga permisible

Una definicidn alterna del factor de seguridad se basa en el use de es-
Tuerzos:

i esfuerzo dltimo o
Factor de seguridad = F.5. = — — (1.25)
esfuerzo permisible

Las dos expresiones dadas para el factor de seguridad en las ecuaciones (1.24)
v (1.25) son idénticas cuando existe una relacion lineal entre la carga y el es-
fuerzo. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones de ingenieria esta re-
lacién deja de ser lineal al acercarse la carga a su valor tltime, y el factor de
seguridad abtenido de la ecuacidén (1.25) no suministra una evaluacion véli-

1 Bn algunos campos de la ingenieria, sobre todo en ¢} de fa ingenierfa aerondutica, el margen de
seguridad se emplea on lugar del factor de seguridad. El margen de seguridad se define coma el fac-
tor de seguridad. Bl margen de seguridad se define come el factor de seguridad menos uno; esto s,
margen de seguridad = F.5. — 1.00.



da de la seguridad de un disefio dado. Sin embargo, el método de diseiio por
esfuerzo permisible, basado en el uso de la ecuacion (1.25), se utiliza am-
pliamente.

£ oo
it faclor de s

£, , uridlad adecuade. La seleccion del
factor c[o se(ruudad que debe usarse en distintas aplicaciones es una de las
tareas mds importantes de los ingenieros. Por una parte, si el factor de se-
guridad se elige demasiado pequefio, la posibilidad de falla se torna inacep-
tablemente grande; por otra, si se elige demasiado grande, ef resnltado es
un disefio care 0 no funcional. La eleccién de un factor de seguridad apro-
piado para una determinada aplicacisn de disefio requiere de un acertado
juicio por parte del ingeniero basado en muchas consideraciones como las
siguientes:

1. Variaciones que pueden ocurrir en las propiedades del elemento ba-

Jo consideracion. La composicion, resistencia y dimensiones del ele-

mento estan sujetas a pequefias variaciones durante la manufactura.

Ademds, las propiedades del material pueden alterarse y, con ello,

introducir estuerzos residuales debido al calentamiento o deforma-

cién que puedan ocurrir durante la manufactura, almacenamiento,
transporte o construccion del material.

Nimero de cargas que puedan esperarse durante la vida de la es-

tructura o mdguina. Para la mayorfa de los materiales ef esfuerzo al-

timo disminuye al aumentar el nlimero de aplicaciones de carga. Es-
te fendmeno se conoce como fafiga v, i se ignora, puede provocar

una falfa repentina (seccion 2.7},

Tipo de cargas que se han planeado para el disefio, o que puedan

ocurrir en el fufuro. Muy pocas situaciones de carga se conocen con

certeza. La mayoria de las cargas de disefio son aproximaciones. Ade-
mds, las alteractones futuras o cambios en el uso pueden introducir
cambios en {a carga real. Para cargas dinamicas, ciclicas o de impul-

50, se requieren mayores factores de seguridad.

4. Tipo de falla que pueda ocurrir. Los materiales frégiles cominmen-
te fallan de manera repentina, sin indicacién previa de que el colap-
50 es inlinente. Por otra parte, los materiales ddctiles, como el ace-
ro estructural, con frecuencia sufren una sustancial deformacits,
lamada cedencia, antes de fallar, dando asf una advertencia de que
existe la sobrecarga. Sin embargo, la mayoria de las fallas de estabi-
lidad o por pandeo son repentinas, sea fragil el material o no. Cuan-
do existe Ia posibilidad de falla repentina, debe emyplearse un mayer
factor de seguridad que cuando la falla es precedida por sefiales ob-
vias de advertencia.

5. Inceriidumbie debida a los métodos de andlisis. Todos los métodos
de disefio se basan en ciertas suposiciones simplificadoras gue se tra-
ducen en que los esfuerzos calculados sean sélo aproximaciones de
los esfuerzos reales.

&.  Deterioro que pueda ocurrir en el futuro por mantenimiento in-
correcto o por causas naturales inevitables. Un factor de seguridad
mayor es necesario en localidades dende las condiciones como [a co-
rrosion y la putrefaccidn son dificiles <le controlar o hasta de des-
cubrir.

7. Importancia de un elemento dado a la integridad de la estrictura
completa. Los refuerzos y Jos elementos secundarios pueden dise-
fiarse en muchos casos, con un factor de seguridad menor que el em-
pleado para los elementos principales.

it

[#3]
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Ademds de lo anterior, hay la consideracidn adicional relativa al riesgo
para la vida y para la propiedad gue una falla produciria. Cuando una falla
no implica un riesgo para la vida, sino séio un riesge minimo para la propie-
dad, puede considerarse el uso de un factor de seguridad menor. Por tltimo,
estd la consideracidn préictica de que, a menos que se utilice un disefio cui-
dadoso con un factor de seguridad no excesivo, una estructura o maquina
puede no desempefiar la funcién para la gue fue disefiada. Por ejemplo, al-
gunos altos factores de seguridad en aviacidn pueden tener un efecto inacep-
table sobre el peso de una aeronave.

Para la mayor parte de las aplicaciones estructurales y de macuinaria, los
factores de seguridad se establecen en las especificaciones de disefio o en
los cédigos de construccidn elaborados por comités de experimentados inge-
nieros que trabajan con sociedades profesicnales, con la industria o con agen-
cias federales, estatales o municipales. Ejemplos de tales especificaciones de
disefto y de cddigos de construccion en Estados Unidos son:

1. Acero: American Institule of Steel Construction, Specifications for
Structaral Steel Buildings.

2. Concreto: American Concrete Institute, Building Code Requirement
for Structural Concrete.

3. Madera: American Forest and Paper Association, National Design
Specification for Wood Construction.

4, Puentes para carreteras: American Association of State Highway Of-
ficials, Standard Specifications for Highway Bridges.

*d. Disefo por carga v por facior de resistencia. Como se vio an-
tes, el método de esfuerzo permisible requiere que todas las incertidumbres
asociadas con el disefio de una estructura o elemento de maquina se agrupen
en un solo factor de seguridad. Un métoedo alterno de diseflo, que estd ganan-
do aceptacidn, sobre todo entre los ingenieros estructurales, hace posible dis-
tinguir entre las incertidumbres asociadas con la estructura misma y aquellas
asociadas con la carga para cuyo soporte estd diseftada, por medio de tres di-
ferentes factores. Este métode, denominado Disefio por Carga y por Factor
de Resistencia (DCFR), también permite al disefiador distinguir entre las in-
certidumbres asociadas con la carga viva, Py, esto es, con Ja carga que serd
soportada por la estructura, y con la carga muerta, Py, que es el peso de la
porcién de la estructura que confribuye a la carga total,

Cuando se emplea este método de disefio, la carga iiltima, Py, de la es-
tructura, esto es, la carga a la que la estructura deja de ser 1itil, deberd deter-
minarse primero. Fi disefio propuesto es aceptable si se satisface la siguien-
te desigualdad:

Yulu + vefy = Py {1.26)

El coeficiente ¢ se denomina facror de resistencia; tiene en cuenta las incer-
tidumbres asociadas con la estructura misma y normalmente serda menos de
1. Los coeficientes vy, v ¥y se conocen como los fuctores de carga; tienen
en cuenta las incertidumbres asociadas, respectivamente, con la carga muer-
ta y serdn normalmente mayores que 1, siendo vy, generalmente mayor que
v A pesar de que algunos ejemplos y problemas asignados gue utilizan
DCFR se han incluido en este capfiulo y en los capitilos 5 y 10, el método
de disefio de esfuerzo permisible serd el empleado en este libro.



PROBLEMA MODBELD 1.3

Se aplican dos fuerzas a la ménsula BCD como se muestra en la figura. a) Sabiendo
que la varilla de conirol AB serd de acere con un esfuerzo normal dltimo de 600 MPa,
determine el didmetro de ia varilla utilizando un factor de seguridad de 3.3, b) El per-
no en € serd de un acero con un esfuerzo Gltimo al corte de 350 MPa. Encuentre el
diimetro del perno C tomando en cuenta que el factor de seguridad con respecto
al corte también serd de 3.3. ¢) Halle el espesor requerido de los soportes de la
ménsuia en C sabiendo gue el esfuerzo permisible de apoyo del acere utilizado es de
300 MPa,

Ef(‘n:} m—t—{.3 m—

SOLUCION

Cuerpo Hbre: ménsula enfera. La reaccién en C estd representada por sus
componentes C, y C,.

+REZM- =0 PO6m) ~ SOKNY03m) — (ISkN)0.6m) =0 P =40kN
50 kN 153 kN C

SF, = 0: =40k
SF, =0 C, = 65kN

(.G m —_—_
G = \C + = T83kN

#. Varilla ide control A8, Como el factor de seguridad debe ser 3.3, el esfuer-
zo permisible serd

0y 600 MPa
o _

U e = = = 181.8 MPs
i 0.3m 0.3m pemn RS, 3.3 A

Para P = 40 kN el drea requerida por Ia seccion transversal es

Ay = e = 2N 5 5 1976 g
“ gem 1818 MPa !
Areg “Efig =220 ¥ 107%m? dyp = 1674 mm <4

f. Corte em el permo €. Para un factor de seguridad de 3.3, se tiene que

Ty _ 350 MPa

Tperm = - = 106.1 MPa
F.5. 3.3

Comao el perno se encuentra en cortante doble

cr2 76.3 kN}/2 ,
A = / = ( - ) = 360 mm*
T perm 106.1 MPa

w
Aoy = 77 di = 360 mm? d-=21.4mm Userdp = 22 mim <
1 .
El siguiente tamaito mds grande disponible de perno es de 22 mum y es el que debe-
rd usarse.

¢, Cgjinete en €. Utilizando d = 22 mm, el drea nominal de apoyo para ca-
da ménsula es de 221 Ya gue la fuerza que soporta cada ménsnla es de C/2 y el es-
fuerzo permisible de apoyo es de 300 MPa, se escribe

/ .
d =22 mm\ g = ¢/ = (76.3 kN)/2 = 127.2 mm?
T e 300 MPa

A

Por lo tanto 22r = 127.2 t = 578 mm Use: f = 6 mm 4
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La viga rigida BCD estd unida por pernos a una varifla de control en B, a un cilin-
dro hidrdulico en C vy a un apoye fijo en D. Los difmetros de los pernos utilizados
son: dy = dp, = 3 in., d¢ = + in. Cada perno actiia en cortante doble y estd hecho de
un acero para el que el esfuerzo dltimo de corte es 7, = 40 ksi. La varilla de con-
trol AB tiene ua didmetro d, = - in, y es de un acerc con esfuerzo ultimo a la ten-
sion de o, = 60 ksi. Si el minimo factor de seguridad debe ser de 3.0 para la uni-
dad completa, encuentre Ja fuerza ascendente mixima que puede aplicarse al ¢ilindro
hidraulico en C.

El factor de seguridad con respecto a ia fafla debe ser de 3.0 0 mds en cada unoe de
los tres pernos y en la variila de control. Estos cuatro criterios independientes se es-
tudiarén por separado.

e: viga 8003, Primere se determina la fuerza en C en términos de
la fuerza en B y en términos de la fuerza en 1.

+REZMy = O B{ldiny - C8in)=0 C=
TR EMg = O “D(ldin) + C{6in) =0 C=

Coerpo U

1.7508 (1}
233D (2)

Para un factor de seguridad de 3.0 se tiene que

Oy 60ksi
peet P S 3.0

Varilla de co

o = 20 ksi

La fuerza permisible en la variila de control es
B = 0pumlA) = (20 ksi) 7 (75 in.)* = 3.01 kips
Utitizando la ecuacién (1) se halla el maximo valor permisible de C:

C = 1.750B = 1.750{3.01 kips) C =527 kips <

Perno en B, Tpum = 7p/F S = (40 ksi)/3 = 13.33 ksi. Comeo el perno estd en
cortante doble, la magnitud permisible de Ia fuerza B ejercida sobre el pernoe es

B = 2F = 270 A) = 2{13.33 ksi)}{i7)(3 in.)" = 2.94 kips

De la ecuacidn (1) € = 1.7508 = 1.750{2.94 kips) C =5.15kips <

Perne en 22, Como este perno es el mismo que el perno B, la fuerza permisi-
ble es I = B = 2.94 kips. De la ecuacién (2):

C = 233D = 2.33(2.94 kips) C = 6.85 kips <

Ferno en €. Nuevamentie tenemos 7., =~ 13.33 ksi y
C = 2F; = ArpnA) = 2(13.33 ksi)(y m)(3 in.)? € = 523 kips <
Besumen. Se han encontrado separadamente cuatro valores maximos permisi-

bles para la fuerza en C. Para satisfacer todos estos criterios debe escogerse el mini-
mo valor, esto es: C =515 kips



Dos elementos de madera de seccidn transversal rectangular uniforme es-
tdn unidos mediante un empaline sencillo pegado al sesgo como se muestra en Ia fi-
gura. Si se sabe que £ = 11 kN, determine los esfuerzos normal y cortante en el em-
palme pegado.

150 mm

e
.

75 mm

Figura P1.29 y P1.30

Daos elementos de madera con seccidn transversal rectangular uniforme
estdn unidos mediante un empalme sencillo pegado al sesgo como se muestra en la
figura. Si se sabe que el maxime esfuerzo cortante permisible en ¢l empalme pegado
es de 620 kPa, determine a) la mdxima carga P que puede aplicarse con seguridad,
b) el esfuerzo a tensidén correspondiente en el empalme.

1.31 Jacarga P de 1.4 kip estd soportada por dos elementos de madera con
seccion transversal uniforme que estdn unides mediante un empalme sencillo pegado
al sesgo como se indica en la figura. Determine los esfuerzos normal v cortante en
el empalme pegade.

7.32 Dos elementos de madera con seccidn transversal rectangular aniforme
estin upides mediante un empalme sencillo pegado al sesgo como se ilustra en Ia fi-
gura, Si se sabe que el miaximo esfuerzo permisible a tensién en el empalme pegado
es de 75 psi, determine @) la méxima carga P que puede soportarse con seguridad,
b) el esfaerzo cortante correspondiente en el empalme.

1.33  Una tuberfa de acero de 300 mm de didmetro exterior se fabrica a partir
de una placa de & mm de espesor seldando a o largo de una hélice que forma un én-
gulo de 25° con un plano perpendicular al eje de la tuberiz. Si se sabe que una fuerza
axial P de 250 kN se aplica a la tuberfa, determine los esfuerzos normal y cortante
en las respectivas direcciones normal v tangencial a la soldachura,

t.24  Una tuberia de acero de 300 mm de didmelro exterior se fabrica a partir
de una placa de 6 mm de espesor soldando a lo largo de una hélice que forma un dn-
gulo de 25% con un plano perpendicular al eje de la tuberia. Si se sabe que los es-
fuerzos normal y cortante méximos permisibles en las respectivas direcciones nor-
mal y tangencial a la soldadura, son de o = 50 MPa v 7 = 30 MPa, determine la
magnitud £ de ia maxima fuerza axial que puede aplicarse a la tuberta,

Ve
;

Figura P1.31 y P1.32
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Figura P1.40

be— 0.7 m —+

Figura P1.41 y P1.42

1.35 TUna carga P de 240 kips se aplica a un bleque de granito como se mues-
tra en la figura. Determine el valor médximo resultante de o) el esfuerzo normal, B)
el esfuerzo cortante. Bspecifique la orientacion del plano donde ocwren estos valo-

res maximos.

1.34 Una carga centrada P se aplica al bloque de granito que se muesira en fa
figura. Si se sabe que el valor maximo resultante del esfuerzo cortante en el blogue
es de 2.5 kksi, determine a) la magnited de P, b) 1a orientacion de la superficie donde
ocurre el mdximo esfuerzo cortante, ¢) &l esfuerzo normal ejercido sobre esa super-
ficie, &) el valor méiximo del esfuerzo normal en el blogue.

7.37 El eslabdn AB estd fabricado con un acerc cuya resistencia tltima a la
tengicn es de 450 MPa. Determine el drea de la seccidn transversal de AB para la
cual el factor de seguridad serd de 3.50. Suponga gue el eslabdn se reforzard de ma-
nera adecuada alrededor de los pasadores en A y B. P

5 kN/m
T 1
|(. -F v r‘l l
Fan kN
|
"04m " 04m " 04dm \

Figura P1.37 Figura P1.38 y P1.39

1.38 El eslabén horizontal BC tiene 3 in. de espesor y un ancho w = 1.25 in.,
estd fabricado de un acerc cuya resistencia fltima a la tensién es de 65 ksi. ;Cudl es
el factor de seguridad si la estructura mostrada se disefid para soportar una carga P
= 10 kips?

1.29 El eslabdn horizontal BC tiene 1 in, de espesor y estd hecho de un acero
cuya resistencia Gltima a la tensién es de 65 ksi. ;Cudl debe ser su ancho w si la es-
tructura mostrada se disefid para soportar una carga P = 8 kips con un factor de se-
guridad igual & 37

1.4% Un aro de acero ABCD de 1.2 m de largo v 10 mm de didmetro se co-
loca alrededor de una varilla de alwminio AC de 24 mm de didmetro como se mues-
tra en la figura. Los cables BE v DF, cada vno de 12 mn de didametro, se utilizan
para aplicar 1a carga Q. Si se sabe que la resistencia tltima del acero empleado para
fabricar el aro ¥ los cables es de 480 MPa. determine la mdxima carga Q que puede
aplicarse si se desea obtener un factor global de seguridad de 3,

1.4% Los elementos AB y BC de la armadura mostrada estdn fabricados con la
misma aleacion. Se sabe gue una barra cuadrada de 20 mm de lado de la inisma alea-
cidn se ensayd hasta fa falla y que se registrd una carga Gltima de 120 kN. Si debe Jo-
grarse un factor de seguridad de 3.2 para ambas barras, determine las dimensiones re-
queridas para el drea de la seccidn transversal de a) la bamra AB, b) la bamra AC.

1.42 Los elementos AB y BC de la armadura mostrada fueron hechos a parfir
de la misma aleacidn. Se sabe que una barra cuadrada de 20 mm de iado de la misma
aleacidn se ensayo hasta la falla y que se registré una carga ditima de 120 kN. 8ila
barra AB tiene un drea en su seccion tansversai de 225 mm?, determine @) el factor
de seguridad para la barra AB. b) ¢l drea de la seccidn transversal de la barra AC si
ha de tener el mismo factor de seguridad que la barra AB.



1.43 Tres pernos de acero serdn utilizados para unir la placa de acero mos-
trada en ia figura a una viga de madera. Si se sabe que la placa puede soportar una
carga de 110 kN, que el esfuerzo ultime al cortante para el acero utilizado es de 360
MPa, v que se desea un factor de seguridad de 3.35, determine el didmetro requerido
para los pernos.

1.44  Tres pernos de acere de 1§ mm de didmetro se utilizardn para unir ia
placa de acero mostrada en la figura a una viga de madera. 51 se sabe que la placa
puede sopertar una carga de 110 kN y que el esfuerzo dltimo al cortante para el acero
utilizado es de 360 MPa, determine el factor de seguridad para este disefio.

1.45 Dos placas de acero, con 1/8 in. de espesor cada una, se emplean para
empalmar una tira de pldstico como se muestra en la figura. 5i se sabe que el es-
fuerzo dltimo al cortante del adhesive puesto entre Jas superficies es de 130 psi, de-
termine el factor de seguridad con respecte al cortante cuando P = 325 b,

Figura P1.45

1.48 Dos elementos de madera con seccion transversal rectangular uniforme
de 3.5 X 5.5 in. se unen mediante el empalme sencillo pegado al sesgo gue se mues-
tra en la figura. Si se sabe que el esfuerzo cortante médximo permisible en el empalme
pegado es de 75 psi, determine la mdxima carga axial P que puede aplicarse con se-
guridad.

Figura P1.46

1.47 Una carga P es soportada, como se muestra en Ia figura, por un pasador
de acero insertado en un elemento corto de madera gue cuelga del techo. La resis-
tencia Gltima de la madera utilizada es de 60 MPa a la tensidn v de 7.5 MPa al cor-
tante, mientras que [a resistencia dltima del acero es de 145 MPa ai cortante. Si se
sabe que b = 40 mm, ¢ = 55 mum y d = 12 mum, determine la carga P si se desea
un factor global de seguridad de 3.2,

¥.48 Para el soporte del problema 1.47, sabiendo que el didmetro del pasador
es d = 10 mm y la magnitud de la carga es P = 20 kN, determine ) el factor de se-
guridad para el pasador, &) los valores requeridos de » y ¢ si el lactor de seguridad
del elemento de madera debe ser el mismo que el determinado en el inciso a para el
pasador.

Problemas

‘
Y110k

Figura P1.43 y P1.44
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Figura P1.47




Figura P1.49
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Figura P1.51

1.4 Una placa de acero de 3% in. de espesor estd empotrada en un bloque ho-
rizontal de concreto y se emplea para anclar un cable vertical de alta resistencia como
se observa en la figura. El difimetro del barreno en la placa es de% in., la resistencia
ultima del acero utilizado es de 36 ksi, ¥ el esfuerzo tltimo de unidén entre la placa
y el concreto es de 300 psi. Si se desea un factor de seguridad de 3.60 cuando P =
2.5 kips, determine a) el ancho a requerido en la placa, 5) la profundidad minima
a la que una placa de ese ancho deberfa empotrarse en el bleque de concreto. (Ignore
los esfuerzos normales entre el conereto y el extremo inferior de la placa.)

1.580 Determine el factor de seguridad para el ancla de cable de! problema 1.49
cuando P = 3 kips, sablendo que ¢ = 2 in. y b = 7.5 in.

1.587  El cslabdn AC estd hecho de un acero cuyo esfuerzo ditimo normal es
de 65 ksi y tiene una seccidn (ransversal rectangular uniforme de 1 X 4 i El esla-
boén estd conectade a un apoyo en A y al elemente BCD en C por medio de pasado-
res de § in. de didmetro, en tanto que i elemento BCD estd conectado a un apoyo
en B mediznte un pasador de 3 in. de didmetro. Todos los pasadores son de un acero
cuyo esluerze cortante dliimo es de 25 kst y trabajan sélo a cortante. Sabiendo gue
se desea un factor global de seguridad de 3.25, determine la maxima carga P que
puede aplicarse en D). Advierta que el eslabén AC no estd reforzado alrededor de los
agujeros de los pasadores.

1.582 Resuelva &l problema 151, para ello suponga gue la esiructura se ha re-
disefiado al utilizar pasadores de % in. de didmetro en A, C'y B, y que ne se ha rea-
lizado ninglin ctro cambio.

1.5% En la estructura que se presenia en la figura, se emplea un pasador de
8§ mm de difmeitro en A, y se usan pasadores de 12 mm de didmetro en By D. Si
se sabe que el esfuerzo ultimo al corte es de 100 MPa en todas las conexiones vy
que el esfuerzo tltimo normal es de 250 MPa en cada uno de los dos eslabones
que unent B y D, determine Ia carga P permisible para un factor global de seguri-
dad de 3.0.
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Figura P1.53 y P1.54

1.54  En un disefio alternativo para la estructura del problema 1.53, se utili-
zard un pasador de 10 mm de didmeiro en A. Si se supone que todas las otras espe-
cificaciones permanecen sin cambio, determine la carga P permisible para obtener
un factor global de seguridad de 3.0,



1.58 En ia estructura de acero que se muestra en la figura, se utiliza un pa-
sador de 6 mum de didmeiro en C, y se emplean pasadores de 10 mm de didmetro
en By D, El esfuerzo tltimo al cortante es de 150 MPa para todas las conexiones
y el esfuerzo normal dltime es de 400 MPa en el eslabon BD. Sabiendo que se de-
sea un factor de seguridad de 3, determine la carga méxima P que puede aplicarse
en A. Advierta que el eslabén BD no estd reforzado alrededor de los agujeros de
los pasadores.

Vista frontal

18 mm —i=—0 mum

Vista lateral

160 mun 120 mm

Y g

Vista superior C

Figura P1.55

.59 Resuelva el problema 1.55, para ello suponga gue la estructura se ha re-
disefiado al utilizar pasadores de 12 mm de didmetro en B y D, y que no se ha rea-
lizado ningtin otro cambic.

*1.57 El método de disefto por carga y factor de resistencia se utilizard para
seleccionar dos cables cuya funcion serd elevar y bajar una plataforma que soportard
a dos trabajadores de limpieza de ventanas. La plataforma pesa 160 ib y puede su-
ponerse que cada uno de los trabajadores pesa 195 libras con tode y equipo. Como
estos trabajadores pueden moverse con libertad sobre la plataforma, 75% de su peso
{otal ¥ el peso de su equipo se utilizardn como la carga viva de disefio de cada ca-
ble. @) Suponiendo un factor de resistencia ¢» = (.85 y factores de carga vy, = 1.2y
v, = 1.5, determine la carga minima requerida en un solo cable. &) ;Cudl es el fac-
tor convencional de seguridad para fos cables elegidos?

*1.58  Una plataforma de 40 kg se une al extremo B de una viga AB de ma-
dera de 50 kg, la cual estd soportada como se muesira en la figura mediante un perno
colocado en A v una varilla delgada de acero BC con carga (ltima de 12 kN, &) Uti-
lice ef métedo de disefio por factor de carga v de resistencia con un factor de resis-
tencia de ¢¢ = 0.90 y factores de carga y, = 1.25 y 9, = 1.6, para calcular la mé-
Xima carga que puede colocarse con seguridad en la plataforma, b) [ Cual es el factor
de seguridad correspondiente a la variila BC?

__,i

18m

Figura P1.58

Procbiemas

Figura P1.57
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Carga axial. Esfuerzo normal

Figura 1.8a

- c1ch soble AA se c‘iefme ei esfueizo en el punto Q COIIIo -

Este capn;ulo se dedico al concepto de eqfumzo y a una introduccién a Jos
- métodos usados para el 'mfahsm y disefio de maqumftq y de estmcturas por-

tadoras de car gd :
. En la seccion 172 se presemo un bwve wp'iqo de Tos E}letOdOS de es-
taticd y de su apllcacmn a'la determinacién de las reacciones ejercidas por

" sus soportes sobre una estructura ‘sencilla ¢ “que’ consmta de elementos co-
- nectados por pasadores.’ Se puso enffls;s en el uso del dzagmma de ciier-
po libre para obtener las ecuaciones de equilibrio que después se LE&OIVIS—
. ron para determinar las reacciones desconocidas. Los diagramas de cuefpo
* [ibre también se utitizaron para encontuu hs. fl[CiZdS mternds en 105 dl\fe.l-
: 'sos miembros de la estmctum : :

El concepto de E’S‘ﬁtel 20 se mtrodu]o pnmezo en 1a séccién l 3 al con-

' mdelal un elemento con dos fuerzas bajo carga axial. Bl esﬁre; 20 iorinal
ent ese elemento se obtuvo. dividiendo la maghitud P de h carga por el
_ cue't tlansverml de] elemento (homa ] 8(1) Se tuvo

J:— B (15}

. En la seccién 1.4 se réalizd una breve consideracidn de dos de Ias

_"plmmpaleq taieas del mgemew el analma y ei dmeno de csl:ructuras y
- maqumfls

Cono se semlo en lé seccu)n 1 5 el vak}i de o Dbtemdo de 1'1 (:‘Cll‘l-

. cién (1.5) 1eplesent"t el esfiterz Z0 pmmedw a Uaves de la'secci6n mds que
el esfuerzo en un punto especifico O de la seccién. Considerando tna pe—

queifia. drea AA” que rodee al punto O y la, mwmtud AF de Ia fuerza ejeL-

d}stnbucmn de 109 Bsfuelzes nounales en un elemento cmgado axnl;hew
tey e‘{cepto en la cercaniz 'medl’lta de 109 puntm de aphmcmn de laq

“No obstante para’ que la: dlstz 1bﬂClOﬂ de esfucﬂzos sea 111111‘01 me en

'mm seccion dada, és. necesario que la linea de accion de las cargas P y P!
" pase: por el centroide C:de la seccion, Tak carga se conoce COT Carga

axial centrada: En’ b ¢aso de una carga axial excéntrica,: 1a distr 1buc310ﬁ

: 'de esfiier 20§ ng €3 umforme Los esfueizos en Hos elementos su]eios fz car-
‘ga axni excentuca e estudla'mn en el Cdplmlﬂ 4.




Repaso y resumen del capitulo 1 343
_ Cuando ﬁ:er zs transversales P y P 1guales v opuesms de magnitud
' Pse dpl;mn a un elemento AB (figura 1. i6a) se crean’ esfuerzos cortan-
~ tes 7 sobre cualguier seceidn localizada entie 108 punfos de aphcamon de
' las dos fuerzas (seccmn 1.6). eqos esfae}zos varfan mucho @ través dé Ta

seccion y no puede suponerse que siw distribucion sea umfmme Sin em-
_ bdrgo, dividiendo la magnitud de P —conocida como el corfante en la
- seccidn-—por el drea’A'de fa Seccmn transvei sal se deﬁne cl eksﬁfer 20 pm-

' medm de corte sobrc ld seccmn S

Fuerzas transversales, Esfuerzo cortante

_I-..'T.pl.'om_ A SR L (18) i )
SRR L S Figura 1.16a

Los esfuerzm cortantes se encuentran en pemos pasadores o rema-
E_._ches que conectan dos e]ementos eqtructmales o componentes de’ m'tqtu—

Cortante Unico v doble

L _LDS pemos pasadores y wm‘wl}es también crean esfuerms en los e]e-
_ mentos que conectan; a Io 1’11‘00 de 1‘1 superficie de apoyo.o supelﬁcw de
- contacto (seccmn L7y BI perno CD.de la figura:1:18; : POt ejemplo crea
“gsfierzos en la supe1ﬁ01e semicilindrica de la plam A conla quie estd en
“contactor (ﬁoum I8 M?.) C{)mo la diSlllbLlClOIl de estos: ésfuerzos es mﬂy
comphcada en la’ practma S8 emple‘l U V'lIOl Tnominal promedm oy, del )
‘esfuerzo, Hamado esfuerzo de apoyo, que sé. ‘obtiene de dividir la carga P Figura 1.20
-_'entre e _area del recianuulo que rep;esentd la ployeccmn del pemo sobre

Esfuerzo de apoyo

‘se aplico el concep
na ee.tmctma sencdla__que co

Figura 1.22

Método de solucidn



intreduccidn. El concepto de esfuerzo

La primera parte del capitulo terminé con el estadio de la importan-
cia de la exactitud numérica en la ingenierfa. Se enfatizé que la exactitud
de una respuesta nunca puede ser mayor que la exactitud de los datos re-
cibidos (seccidn 1.10).

Esfuerzos en una seccidn oblicua En la seccién 1.11, se analizaron los esfuerzos creados en una seccidn
eblicua en un elemento con dos fuerzas bajo carga axial. Se encentré que
tanto esfuerzos normales como los cortantes ocurren en tal situacidn. Con
ta denotacion de & para el dngulo formado por la seccién con un plano
normal (figura 1.30a) v A, para el drea de la seccidn perpendicular al gje
del elemento, se dedujeron las siguientes expresiones para el esfuerzo nor-
mal oy el esfuerzo cortante = sobre la seccidn oblicua:

Figura 1.30a

o= coc; 9 .:. = sen 6 cos ¢ (1.14)
R T o= e s 0. .
e Ao L A L

- Se ObbElVO a parﬁr dc estas f01muh§ que el esfuexzo normal es Tdximo
e 1guaI a o, = PlA; para @ = 0, mientras que el esfuerzo cortante es mé-
ximo'e igual a 7, = P24, pan 6= 45°; También se advirtid que =0
" ctiando 6 = 0; mientras que o~ = P/24, cuando 6 = 45°,
Esfueizo bajo carga generet -+ Despuds, se analizé el estado de esfuerzos en un punto Q en un cuer-
- pa bajo ld condicion mds Uenelai de carga {seccmn 1.12). Se considerd un
pequefio cubo centrado en Q (figura 1.36), y se denotd con &, al esfuer-
zo normal ejercido sobre una cara del cubo peipenc ficular al eje x, v por
Tiy ¥ i TESpectivamente, 4 las comporientes en y y en z del esfuerzo cor-
tante ejercido sobre Ja misma cara del cubo. Se repitié este précedimien-
to para las otras dos caras del cubo y se observé que 7, = 7, 7, = 7,
Y T & Tyl 8e concluyd que se requieren seis componeuies de esfuerzo
para definir el estado de esfueuo en un puuto dado Q especmmmeme
o‘l, Ty Os Tips Ty ¥ Tope

- Fn la seccién 1.13 se esmdialon los dwelsos conceptos empleqdos e
_ ei (l[SSElO de las estructuras de ingenierfa. La carga ilrima de un elemen-
o estmctulal o coniponente de maquinaria dado es la carga a la que se es-
Figura 1.36 pera que el elemento o componente falle; se calcula a partir del esfuerzo
dlrimo o resistencia dltima del material usado, que se determina por un
- ensayo de laboratorio en una pmben de ese maternl La carga tltima de-
© berd ser considerablemente ; mayor que la carga permisible, esto es, la cdr-
- gaque soportard el elemento o componente en condiciones normales. La
razén de- la carga uluma a la car, ga pemnsﬁale 5@ dehne como el facrm de

'Segzu'.r,dad : s D

carga dltima

Factor de seguridad - Factor de segurida

carga permisible’”

. L1 detemmﬂcmn dei ia{:lor de secruudad que debem lsarse en el dlseno
“ de uaa estructurd dada depende de ciertas COIlSIdGIEIClOHES, alcrums de Ias
: 'cmles fuclon enunciadas e esta seccion. '
Disefio por carga y factor de resistencia % La’ seccidn. 11 13 teunmo con el mahsw de un enfoque alterno de
d:semo conoc‘,ldo cOMQ disefio por cdarga y factor de resistencia; que per-
- mite. al i ngeniero’ distinguir entre las incertidumbres asocmddq cont la £s-

'tructum y ﬂqltellas asocmdas con la carga. B




1.59  Para la armadura de puente tipo Pratt y fa carga mosiradas en la figura,
determine ef esfuerzo normal promedio en el elemento BE, sabiendo que el drea de
seccion transversal del elemento es de 3750 mm™

7.60  Si se sabe que el eslabén DE tiene | in. de ancho y { in. de espesor, de-
termine el esfuerzo normal en la porcidn central de dicho esiabda cuando a) 6 = 0,
by 8 = 90°.

4 in. . . 4in.
121in. i

;
i
i
i

E

,,,,,,,,,,,,,,,,,, e ‘

601" g

~ Figura P1.60

1.61 Dos duelas de madera, cada una de 22 mm de espesor y 160 mm de an-
cho, estdn unidas mediante el ensamble pegade de mortaja que se muestza en la fi-
gura. $i se sabe que la junta fallard cuando el esfuerzo cortante promedio del pega-
mento alcance las 820 kPa, determine la longitud minima permisible J de los cortes
si 1a junta tiene que soportar una carga axial de P = 7.6 kN.

e _,_‘

Figura P1.61

1,62 Eleslaboén AB, cuyo ancho es b = 2 in. v su espesor ¢ = § in., se emplea
para soportar el extremo de una viga horizontal. Si se sabe que ¢l esfuerzo normal
promedio en el eslabén es de —20 ksi, y que el esfuerzo cortante premedio en cada
uno de los pasadores es de 12 ksi, determine «) el didmetro d de los pasadores, &) el
esfuerzo promedio de apoye en el eslabon.

~—2m—=g<3m

360N 360 KN

Figura P1.59
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Figura P1.62

%

Sm—rl

360 kN

L m




[

Introduccidn, El concepto de esfuerzo
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Figura P1.63
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Figura P1.65

230 1

P

“400 R

| 250 mm
|

24 kN

Figura P1.67

1.83  Dos sistemas idénticos de esiabdn y cilindro hidréulice controlan la po-
sicion de las borquillas de un montacargas. La carga soporiada para el sistema que
se muestra en la figura es de 1500 Th. 51 se sabe que el espesor del elemento BD es
de § in., determine ) el esfuerzo cortante promedio en el pasador de § in. de did-
metro en B, £) el esfuerzo de apoyo en B en el elemento BD.

1.64 Determine la carga méxima P que puede aplicarse en A cuando & = 60°,
sabiendo que e! esfuerzo cortante promedio er el pasador de 10 mm de didmetro en
B no debe exceder de 120 MPa y que el esfuerzo de apoyo promedio en el elemento
AB y en la ménsula en B no tienen que rebasar los 90 MPa,

N

e
\f
s

\\\\“"—

18 mm™

Figura P71.64

1.85 La carga de 2 000 1b debe moverse a lo largo de la viga BD hucia cual-
quier posicion entre los topes situados en £y F. Si se sabe que 0, = 6 ksi para el
acerc empleado en las varillas AB v CD, determine el sitio donde deberfan colocarse
los topes si el movimiento permitido de la carga tiene que ser fan grande como re-
sulte posible.

.86  Dos elementos de madera con seccién transversal rectangular uni-
forme de 75 x 1235 mun estdn unidos wediante un empalme sencillo pegado al
$esgo como se muestra en la figura. Si se sabe que P = 3.6 kN y la resistencia del
pegamento es de 1.1 MPa en tension y de 1.4 MPa en cortante. determine el fac-
tor de seguridad.

125 maﬁ(\ B
e
ST g
N
-
[ER

Figura P7.66

1.87 Cada une de los dos eslabones verticales CF que conecian los dos ele-
mentos horizontales AD v EG tiene una seccion transversal rectangular uniforme de
£0 % 40 mun y estd fabricado con acero cuya resistencia dltima a la ensién es de 400
MPa, mientras gque cada uno de los pernos en C y F tiene didmetro de 20 mm y fue
elaborado con un acero que tiene resistencia tlima a cortante de 150 MPa. Deter-
mine ¢l factor global de seguridad para los eslabones CF v para los pasadores que
los conectan 4 los eleientos horizontales.



Una fuerza P se aplica como se muestra en la figura sobre una barra de
refuerze empotrada en un blogue de concreto. Determine la minima longitud L para
la que puede desarrollarse todo el esfuerzo normal permisible en la barra. Bxprese
los resultados en términos del digmetro d de la barra, ef esfuerzo normal permisible
Toerm €1 €] conereto, y el esfuerzo de adherencia permisible promedio T, entre &l
concreto v 1a superficie cilindrica de la barra. {Ignore los esfuerzos normales enire
el concrete y el exiremo de la barra.)

Las dos partes del elemento AR estin adheridas a 1o largo de un plano
gue forma un dngulo @ con la horizontal. Si se sabe que el esfuerzo Gltimo para la
unién pegada es de 2.5 ksi en tension y de 1.3 ksi en cortante, determine a) el valor
de @ para el que el factor de seguridad del elemento sea maximo, &) el valor corres-
pondiente del factor de seguridad. (Sugerencio: Iguale las expresiones obtenidas para
los factores de seguridad respecto al esfuerzo normal y al cortante.)

4 1({‘}_15‘

Figura P1.69 y P1.70

1.70  Las dos partes del elemento AB estdn adberidas a lo largo de un plano
quie forma un dngulo @ con iz horizontal. 51 se sabe que el esiverzo Gltimo para ia
unidn pegada es de 2.5 ksi en tensidn y de 1.3 ksi en cortante, determine el rango de
valores de ¢ para el que el factor de seguridad del elemento sea de al menos 3.0,

Los sig

os con ung computadors,

1.£%  Upa varilia de acero sélida con n elementos cilindricos soldados se somete
a la carga mostrada en la figura. Bl didmetro del elemento § se denota mediante o y la
carga aplicada a su extremo inferior mediante P, donde la magnitud £; de esta carga
se supone positiva si P, se dirige hacia abajo como se muestra en la figura, y negativa
sioctrre ofra cosa. o) Bscriba un programa para computadora gue pueda emplearse con
unidades del SI o del sistema inglés para determinar el esfuerzo promedio en cada ele-
mento de la varilla. by Utilice este programa para resolver los problemas 1.1 y 13

Problemas para compuladora

Figura P1.88
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A4 Introduccién. El concepto de esfuerze

Figura P1.C2

0.5in.

Figura P1.C3

1.02 Al elemento horizontal ABC se le aplica una fuerza de 20 kN como se
indica en la figura. El elementc ABC tiene una seccién transversal rectangular uni-
forme de 10 X 30 mm y la soportan cuatro eslabones verticales, cada uno con sec-
cidn traasversal rectangular uniforme de 8 X 36 mm. Cada uno de los cuatro pernos
en B, C, Dy E tiene el mismo didmetro d y se encuentra en cortante doble. @) Es-
criba un programa de computadora con ¢l fin de calcular, para valores de o de 10 a
30 mm, en incrementos de I mm, 1) el valor miximo del esfuerzo normal promedio
en los eslabones que conectan los pernos By D, 2} el esfuerzo normal promedio en
los eslabones que conectan los perncs 'y E, 3) el esfuerzo corlante promedio en el
perno B, 4) et esfuerzo cortante promedio en el perno C, 5) el esfuerzo promedio de
apoyo en B en el elemento ABC, 6) el esfuerzo promedio de apoyo en C en el ele-
mento ABC. b) Verifigue el programa compazando los valores obtenidos para ¢ = 16
mum con las respuestas dadas para los problemas 1.9 y 1.27. ¢) Utilice este progra-
ma para encontrar los valores permisibles del didmetro o de fos pernos, sabiendo que
los valores permisibies para los esfuerzos normal, cortante y de apoyo para el acero
utilizado son, respectivamente, 150 MPa, 90 MPa y 230 MPa, o) Resuelva la parte
¢, suponiendo gue el espesor del elemento ABC se ha reducido de 10 a 8 mm.

t.02 Dos fuerzas horizontales de 5 kips se aplican al perno B del ensamble
mostrado. Cada uno de los tres pasadores en A, B y C tiene el mismo didmetro d y
estd en cortante doble. @) Bseriba nn programa de computadora que ayude a calcu-
lar, para valores de o de 0.50 a 1.50 in., utilizando incrementos de 0.05 in., 1) el md-
ximo valor del esfuerzo normal promedio ea el elemento AB, 2) el esfuerzo normal
promedio en el elemento BC, 3) el esfuerzo cortante promedio en el perno A, 4)
el esfuerzo cortante promedio en el perno C, 5) el esfuerzo promedio de apoyo en
A en el elemento AB. 6) el esfuerzo promedio de apoyo en C en el elemento BC, 7)
el esfuerzo promedio de apoyo en B en el elemento BC. b) Verifigue el programa
comparando los valores obtenidos para « = 0.8 in. con las respuesias dadas para los
problemas 1.10 y 1.28. ¢) Emplee este programa para encontrar los valores permisi-
bles para el didmetro d de los pernos, sabiendo que los valores permisibles
para los esfuerzos normal, cortante y de apoyo para el acero utilizado son, respec-
tivamente, 22 ks, 13 ksi y 36 ksi. o) Resuelva la parie ¢, suponiende que se mvesti-
ga un nuevo disefic, en el que el espesor y el ancho de los dos elementos se cam-
bian, respectivamente, de 0.5 a 0.3 in. v de 1.3 a 2.4 in.

15, - 12140, —

Figura P1.C4

.04 Una tfuerza P de 4 kips que forma wn dngulo & con la vertical se aplica,
come se muestra en la figura, al elemento ABC, que es soportado por un pasador y
una ménsula en C'y por un cable BD gue forma un dngulo 3 con la horizontal. a)
Sabiendo gue la carga ditima del cable es de 25 kips, escriba un programa e
computadora para construir una tabla de los valores del factor de seguridad dei ca-
ble para valores de av y 3 de 0 a 45°, wiilizando incrementos en ¢ v 3 correspon-
diendo a incrementos de 0.1 en tan «v y tan 3. b) Verifique que, para cualguier valor
dado de a, el valor mdximo del factor de seguridad se obtiene para 8 = 38.66° y ex-
plique por gué. ¢) Determine el valor minimo posible del factor de seguridad para 8
= 38.66°, asi como el valor correspondiente de «, y explique el resvltado obtenido.



1.C5  Una carga P es soportada, como se muestra en la figura, por dos elemen-
tos e madera con seccion ransversal rectanguiar uniforme que estdn unidos por un
empalme sencillo al sesgo pegado. @) Si g y T, son, respectivamente, la resisten-
cia tltima del empalme a tensidn y en cortante, escriba un programa de computado-
ra {ue, para valores dados de a, b, P, oy ¥ Ty, expresados sea en unidades SI o ame-
ricanas, y para valores de o de 5 a 85°, con intervalos de 5°, pueda utilizarse para
calcular 1) el esfuerzo normal del empalme, 2) el esfuerzo cortante en el empalme,
3) el factor de seguridad relative a la falla en tensién, 4) el factor de seguridad rela-
tivo a la falla a cotte, 5) el factor general de seguridad para la junta pegada. b) Apli-
que este programa, ulilizando las dimensiones v cargas de los elementos de los
problemas [.29 y 1.32, sabiendo que oy = 1.20 MP y 7, = 1.50 MPa para el ad-
hesivo utilizado en el problema 1.29, y que o, = 150 psi y 7, = 214 psi para el
adhesivo empleade en el problema 1.31. ¢) Verifique para ambos casos que el esfuer-
zo cortante es mAximo para o = 45°

1.58 Al elemento ABC o soportan un pasador y una ménsula en A v dos es-
labones, que estan conectados por pasadores al elemento en B y a un apoyo fijo en
D. @) Bscriba un programa de computadora para calcular la carga permisible Poeim
para cualesquiera de Jos valores dados de 1) ef didmetro d, def pasador en A, 2} e]
didmetre comin o, de los pasadores en B y I, 3) el esfuerzo normal dltimo o7 en
cada uno de Ios dos estabones, 4) el esfuerzo cortante dltimo 7, en cada uno de los
tres pasadores, 5) el factor general de seguridad deseado £.5. El programa deberd in-
dicar también cudl de los siguientes tres esfuerzos es critico: el esfuerzo normal en
los eslabones, el esfuerzo cortante en el pasador en 4 o el esfuerzo cortante en los
pasadores en By D by ¢) Verifique el programa utilizando los datos de los proble-
mas 1.53 y 1.34, respectivamente, y comparando las respuestas obtenidas para Lo
con las propuestas en el texto. ) Utifice el programa para determinar la carga per-
misible Py, as{ como cudl de los esfuerzos es critico, cuando d; = 4, = 13 mm,
oy = 110 MP para eslabones de aluminio, 7, = 100 MPa para pasadores de acero
y ES. =32
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En el capilulo | se analizaron los esfuerzos que las cargas aplicadas a una
estructura o mdquina crean en varjos elementos y conexiones. Ademas se
aprendié a disefiar elementos y conexiones sencillos para que no falien en
condiciones especificas de carga. Otro aspecto importante del andlisis y di-
sefio de estructuras se relaciona con las deformaciones cansadas por las car-
gas que se aplican a la estructura. Obviamenle, es importante evitar defor-
maciones tan grandes que impidan a la estructura cumplir el propésito para
el que estd destinada. Pero el andlisis de las deformaciones también puede
ayudar en la determinacion de esfuerzos. De hecho, no siempre es posible
determinar las fuerzas en los elementos e una estructura aplicando tnica-
mente Jos principios de la estitica. Esto se debe a que la estdtica se basa en
la suposicién de estructuras rigidas e indeformables. Considerando las estruc-
turas de ingenieria como deformables y analizando las deformaciones en sus
diversos elementos, serd posible calcular las fuerzas que son estdricamente
indeterminadas, es decir, indeterminadas dentro del punto de vista de la es-
thtica. También, como ya se indicd en la seccién 1.5, la distribucion de es-
fuerzos en un elemento dadoe es estiticamente indeterminada, aun cuando la
fuerza en (al elemento se conozca, Para hallar la distribucién real de esfuer-
zos dentro de un elemento, es necesario por lo tanto, analizar las deforma-
ciones que tienen lugar en dicho elemento. En este capitulo, se considerardn
las deformaciones de un elemento estructural como una varilla, barra o pla-
ca sometida a carga axial.

Primero, se definira la deformacidn nermal € en un elemento, también
conocida como deformacién unitaria normal, como la deformacién del ele-
mento por unidad de longiiud. Al elaborar la grafica del esfuerzo ¢ contra
la deformacién € a medida que la carga aplicada al elemento se incremen-
ta, se obtendrd el diagrama esfuerzo-deformacion para el material utilizado,
De dicho diagrama serd posible determinar algunas propiedades importan-
les del material, tales come su mddulo de elasticidad y si el material es diic-
til o fragil (véanse secciones 2.2 a 2.5). También se verd en la seccién 2.5
que, en tanto que el comportarmiento de la mayoria de los materiales es in-
dependiente de la direccién en la que se aplique la carga, la respuesta de los
materiales compuestos reforzados con fibras depende de ia direccion de la
cargd.

Del diagrama esfuerzo-deformacién, también se determinard si las de-
formaciones en la muestra desaparecerdn después de que la carga haya sido
retirada, en cuyo caso se dice que el material se comporta eldsticamente, o
si resultard en una deformacion pldstica o deformacion permanente (véase
seccién 2.6).

En la seccion 2.7 se estudiard al fendmeno de fariga, que causa que los
componenties estructurales o de maquinas Fallen después de un nimero muy
graride de cargas repetidas, aunque los esfuerzos permanezcan dentro del ran-
go eldstico.

La primera parte del capitule texmina en la seccién 2.8, dedicada al
célculo de la deformacion en varios tipos de elementos en diferentes condi-
ciones de carga axial.

En las secciones 2.9 v 2.10 se considerardn problemas esidticamente in-
determinados, es decir, problemas en los que las reacciones y las fuerzas in-
ternas no pueden determinarse Gnicamente por la estdtica. Las ecuaciones de
equilibrio que se deducen del diagrama de cuerpo libre del elemento bajo
consideracién deben ser complementadas por relaciones que involucran de-
formaciones: estas relaciones serén obtenidas <le la geometria del problema.

2.1 Introduccion
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Esfuerzo y deformacidn, Carga axial

@)

Figura 2.1

En las secciones 2.11 a 2.15 se introduacirdn las constantes adicionales
asociadas con materiales isotropicos, es decir, materiales cuyas caracteristi-
cas mecénicas son independientes de la direccidn. Incluyen la relacion de
Poisson, que relaciona las deformaciones lateral y axial, el mddulo volumé-
trico de elasticidad, que caracteriza el cambio en el volumen de un material
bajo presién hidrostdtica y el mddulo de rigidez, que relaciona las compo-
nentes del esfuerzo cortante y de la deformacidn unitaria cortante. Por 1lti-
mo se deducirdn las relaciones de esfuerzo-deformacidn para un material iso-
tropico bajo carga multiaxial.

En la seccidn 2.16, las relaciones de esfuerzo-deformacién que involu-
cran varios valores distintos del madulo de elasticidad, de la relacién de Pois-
son y del médulo de rigidez serdn deducidos para materiales compuestos re-
forzados con fibras bajo carga multiaxial. A pesar de gue estos materigles no
son isotrépicos, desarrollan comyinmente propiedades especiales, conocidas
como propiedades ortotrdpicas, gue facilitan st estudio. _

Por lo analizado hasta ahora, se supondrd que los esfuerzos se encuen-
tran distribuidoes de manera uniforme en cualquier seccidn transversal dada
y también se supondrd gue permanecen deniro del rangoe eldstico. La validez
de la primera suposicidn se estudiard en la seccidn 2.17, mientras que las
concentraciones de esfuerzos cerca de agujeros y filetes circulares en barras
planas se considerarén en la seccidn 2.18. Las secciones 2.19 y 2.20 aborda-
ran el andlisis de esfuerzos y deformaciones en elementos hechos de mate-
riales ductiles cuando se sobrepasa del punto de cedencia del material. Co-
mo se verd, en tales condiciones de carga resultan deformaciones pldsticas
permanentes y esfierzos reE‘i"dua@.

s

.

2.2 DEFORMACION NORMAL BAJO CARGA AXIAL

Considere una varilla BC, de longitud L y con un drea uniforme de seccién
transversal A que estd suspendida en B (figura 2.14). Si se aplica una carga
P ai extremo C, la varilla se alargard (figura 2.1b). Al graficar Ia magnitud
P de la carga contra la deformacién total § (letra griega delia), se obtiene un
determinado diagrama de carga-deformacion (figura 2.2). Si bien este diagra-
ma contiene informacidn 1itil para el andlisis de la varilla considerada, no
puede emplearse directamente para predecir la deformacion de una varilla del
mismo material pero de diferentes dimensiones. De hecho, se observa que,
si una deformacion & se prodace en la varilla BC por una carga P, se reguie-
re una carga 2P para causar la misma deformacidn en una varilla B'C’ de la

/

Figura 2.2




Figura 2.3

misma Jongitud L, pero con un drea de seccidn transversal 24 (figura 2.3).
Se nola que, en ambos casos, el valor del esfuerzo es el mismo: o = P/A.
Por otra parte, una carga P aplicada a la varilla B"C”, con la misma 4drea de
seccion transversal A, pero de longitud 27, produce una deformacion 26 en
dicha varilla (figura 2.4), es deciz, una deformacidn que es el doble de la pro-
ducida en la varilla BC. No obstante, en ambos casos la razon de ta defor-
macion por la longitud de la varilla es la misma e igual a 6/L. Esta observa-
cidn nos lleva a introducir el concepto de deformacion unitaria: definimos la
deformacion unitaria normal en una varilla bajo carga axial como la defor-
macicn por unidad de longitud de dicha varilla. Si 1a deformacién unitaria
normal se representa por e {épsilon), se tiene

& }

Elzborando 1a gréfica el esfuerzo o = P/4 en contraste con 1a deforma-
cién e = §/L, se obtiene una curva que es caracteristica de las propiedades
del material y no depende de las dimensiones de la muestra particular utili-
zada. Esta curva se denomina diagrama de esfierzo-deforinacicn, que se ex-
plicaré con més detalle en la seccidn 2.3.

Puesto que la varilla BC considerada en el anterior andlisis tenia una sec-
cidn transversal uniforme con drea A, puede suponerse que el esfuerzo nor-
mal o tiene un valor constante P/A a lo large de toda la variila. Asf, fue apro-
piado definir la deformacién unitaria € como la razén de la deformacion total
& sobre el largo total L de la varilia. Bn el caso de un elemento de drea va-
riable de seccidn transversal A, sin embargo, el esfuerzo normat o = P/A va-
ria a lo largo del elemento, y es necesario definir fa deformacidn unitaria en
un punto dado @ considerando un pequefio elemento con longitud sit defor-
mar Ax (figura 2.5). Si A§ es la deformacidn del elemento bajo la carga da-
da, la deformacion normal en el punto Q se define como

(2.2)

2.2 Deformacién normal bajo carga axial

B"i

Figura 2.4
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Figura 2.5
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B0 Esfuerzo y deformacion. Carga axial

Figura 2.6 Probeta tiplca para ensayc o prueba
cle tension.

Como 1a deformacidn y la longitud se expresan en las mismas unidades,
la deformacion normal € obtenida de dividir 8 entre L (o d8 entre dx) es una
cantidad adimensional. Por lo tanto, se obtiene el mismo valor numérico de
ia deformacion normal en un elemento dado, sea que se empleen unidades
métricas S o unidades americanas. Considere, por ejeinplo, una barra con
una longitud L = 0.600 m vy seccion transversal unilorme, que sulie una de-
formacién total § = 150 % 107% m. La deformacién unitaria correspondien-
te es

5 150 X 10°%m _ s
€= — = ——————— = 750 X 107" m/m = 250 X 1477
L 0.600m

Advierta que fa deformacitn total podria haberse expresade en micrdmetros:
8 = 130 pm. Se habria escrito entonces:

8 150 pm
—=——— =250 pm/m = 250 u
L 0.600m

v lefdo la respuesta como “250 micros”. Si se emplean unidades del sistema
americano, la longitud v la deformacidn de la misma barra son, respectiva-
mente, L = 23.6 in. y § = 5.91 X 1077 in. La deformaci¢n correspondiente
£5

§ 5910 x 1077 in.
e=2=200 02 T 950 % 1075 inin.
L 23.6 in.

gue es el mismo valor que se encontré al utilizar las unidades del SI. Se acos-
tumbra, sin embargo, cuando las longitudes y las deformaciones se expresan
en pulgadas o micropulgadas {pin.), conservar las unidades originales en la
expresion obtenida para la deformacion. Asi, en el ejemplo, la deformacidn
se registraria como € = 250 X 1070 infin. o, de forma alterna, € = 250
panfin,

2.3 DIAGRAMA ESFUERZO-DEFORMACION

En la seccidn 2.2 se vie que el diagrama gue representa la relacion entre el
esfuerzo v ia deformacidn en un material dade es una caracter{stica lmpor-
tante cdel material, Para obtener el diagrama de esfuerzo-deformacion de un
material, cominmente se lleva a cabo un ensave o prueba de rensicn sobre
una probeta del matertal. Bl tipo de probeta mds utilizado se muestra en la
figura 2.6, El drea de la seccidn transversal de la seccidn cilindrica central
de la probeta se ha determinado exactamente y se han hecho dos marcas de
calibracidn en dicha porcion a una separacion de L. La distancia L, se co-
noce como la longitud base de la probeta.



Figura 2.7 Esta maquina se emplea para realizar pruebas a tension en probets,
como las que se explican en sste capitulo.

La probeta se celoca en la méquina de ensayo (figura 2.7), que se usa
para aplicar una carga centrada P. Al aumentar la carga P, también se incre-
menta la distancia 7 entre las dos marcas base de la probeta (figura 2.8). La
distancia L se mide con un indicador de cardtula, y el alargamiento § = L —
Ly se registra para cada valor de P. Con frecuencia un segundo indicador de
cardtula se emplea de manera simultdnea para medir y registrar el cambio de
didmetro del espécimen. Para cada par de lecturas Py &, el esfuerzo o s¢
calcula dividiendo P enire el drea original de la seccion transversal A, del es-
pécimen, y la deformacién unitaria e dividiendo el alargamiento & entre la
distancia original L, entre lag dos marcas base de la probeta. Puede ahora ob-
tenerse el diagrama de esfuerzo-deformacion graficando € como la abscisa y
o coma la ordenada.

Los diagramas esfuerzo-deformacién de los materiales varfan en forma
considerable, por lo que diferentes ensayos de iension Hevados a cabo sobre
el mismo material pueden arrojar diferentes resultados, dependiendo de la
temperatura de la probeta y de la velocidad de aplicacidn de la carga. Sin
embargo, es posible distinguir algunas caracterfsticas comunes entre los dia-
gramas esfuerzo-deformacion de distintos grupos de materiales, y dividir los
maleriales en dos amplias categorias con base en estas caracter{sticas. Habra
ast materiales dicriles v materiales frdgiles.

Los materiales dictiles, como el acere estructural, asi come muchas alea-
ciones de ofros metales, se caracterizan por su capacidad de fluir a tempera-
turas normales. Al someterse la probeta a una carga que aumenta, su longi-
md se incrementa primero linealmente con la carga y a una tasa muy lenta,
Asi, la porcion inicial del diagrama esfuerzo-deformacion es una linea recta

2.3 Diagrama esfuerzo-deformacion

Figura 2.8
de tension.

Probeta de prueba con carga
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Figura 2.10 Probeta después del ensayo
de un materiat ductil.
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Figura 2.11 Diagrama esfuerzo-deformacion
para un material fragil tipico.

con una pendiente pronunciada (figura 2.9). No obstante, después de alcan-
zar un valor critico o del esfuerzo, la prebeta experimenta una gran defor-
macidn con un incremento relativamente pequefio de la carga aplicada. Esta
deformacion es cansada por el deslizamiento del material a lo largo de super-
ficies ablicuas y se debe sobre todo a esfuerzos cortantes. Como purede ne-
tarse en los diagramas esfuerzo-detormacion de dos materiales diictiles tipi-
cos (figura 2.9), la elongacién de la probeta después de que ha comenzado a
[uir puede ser 200 veces mds grande que su deformacion anterior a la fluen-
cia. Después de haber alcanzado un cierto valor miximo de carga, el didme-
tro de una porcitn del espécimen comienza a disminuir, debido a la inestabi-
lidad local (figura 2.10a). Este fendmeno se conoce como estriccidn. Después
de que comienza la estriccidn, son suficientes cargas algo menores para lo-
grar que la probeta se alargue atin mds, hasta que finalmente se fracture (fi-
gura 2.10b). Puede verse que la fractura ocutre a lo largo de vna superficie
con forma de cono que forma un dngulo de, aproximadamente, 45° con la su-
perficie original de la probeta. Esto indica que el cortante es el principal res-
ponsable de la falla de los materiales dictiles, y confirma el hecho de que,
baio una carga axial, los esfuerzos cortantes son mdximos en las superficies
que forman un dngulo de 45° con la carga (véase seccidn 1.11}%. El esfuerzo
oy en el que comienza la fluencia se llama la resistencia o punto de fluencia
o cedencia del material, el esfuerzo o, que corresponde a la maxima carga
aplicada al material se conoce como la resistencia dltima v el esfuerzo o, co-
rrespondiente a la fractura se denomina resistencia a la fractura.

Los materiales fragiles como el hierre colado, el vidrio y la piedra se ca-
racterizan por el fenémeno de que la fractura ocurre sin un cambio notable
previo de la tasa de alargamiento (figura 2.11). Asi, para los materiales fra-
giles, no hay diferencia entre Ia resistencia tltima y la resistencia a la frac-
tura. Ademas, la deformacidn unitaria al momento de la fractura es mucho
menor para los materiales fragiles que para los materiales ddctiles. En la fi-
gura 2.12 se observa que no hay estriccion alguna en el espécimen en el ca-
so de un material fragil, y que la fractura ocuire a 1o largo de ana superficie
perpendicular a la carga. Se concluye, a partir de esta observacion, que los
esfuerzos normales son los principales responsables de la falla de los mate-
riales frigiles.t

7 Se ha supuesto gue los ensayos de tension descritos en esta seccién se efectuaron en tempera-
turas normales. Sin embarge, un material que es dictil a temperaturas normales puede mostrar las
curacteristicas de un material fragil a muy bajas temperaturas, mientras que un material normalmente
frigil puede comportarse de manera dicti! a muy altas temperaturas. A temperaturas distintas de la
normal, por o tanto, hay que referirse & un material en estado diictil 0 a un material en estado fid-
gil, mas que a un material ddctil o fragil.



Figura 2.12 Probeta después de un ensayo de un materia fragik.

Los diagramas esfuerzo-deformacion de Ja figura 2.9 muestran que el
acero estructural y el aluminio tienen distintas caracteristicas de cedencia
aunque ambos son dictiles. En el caso del acero estructural (figura 2.94), el
esfuerzo permanece constante a lo largo de un gran rango de valores de de-
formacidn después de la aparicidn de la fluencia. Posteriormente <ebe incre-
mentarse el esfuerzo para seguir alargando la probeta, hasta que se alcance
el valor maximo o, Esto se debe a la propiedad del material conocida co-
mo endurecimiento por deformacion, La resistencia a la fluencia del acero
estructural puede determinarse durante el ensayo de tensién vigilando la car-
ga que se muestra en el indicador de fa maquina de ensayo. Después de au-
mentar en forma estable, se observa que la carga decae en forma sibita a un
valor ligeramente menor, que se mantiene por un cierto periodo mientras que
la probeta continda alargdndose. Fn un ensayo realizado con cuidado, puede
distinguirse entre el punto superior de fluencia, que corresponde a la carga
alcanzada justo antes de que comience la fluencia, y el punto inferior de
Jluencia, que corresponde a la carga requerida para mantener la fluencia. De-
bido & que el punto superior de fluencia es transitorio, debe emplearse el pun-
to inferior de fluencia para determinar la resistencia a la fluencia del mate-
rial.

En el caso del aluminio (figura 2.95) v de muchos otros materiales dic-
tiles, el inicio de la fluencia ne se caracteriza por una porcién horizontal de
la curva de esfuerzo-deformacién. En estos casos, el esfuerzo contintda an-
mentando, aunque no linealmente, hasta alcanzar la resistencia dltima. Co-
mienza, entorces, la estriccion, que conduce inevitablemente a la ruptura. Pa-
ra tales materiales, la resistencia a Ja fluencia oy se define por el método de
desviacion. La resistencia a la fluencia con una desviacién del 0.2%, por
ejemplo, se obtiene dibujando por el punto del eje horizontal de abscisa
€ = 0.2% {oe = 0.002), una Iinea paralela a fa porcidn inicial en linea recta
del diagrama de esfuerzo-deformacién (figura 2.13). El esfuerzo oy obteni-
do de esta manera corresponde al punto ¥y se define como la resistencia a
la fluencia a una desviacion del 0.2%.

2.3 Diagrama esfuerzo-deformacian ‘3
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Figura 2.13 Determinacién de ta resistencia
de cedencia por el método de desviacion.
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Esfuerze y deformacion. Carga axial

Una medida estdndar de 1a ductilidad de un material es su porceniaje de
alargamiento, que se define como

Lp Lo

Porcentaje de alarsamiento = 100
. fa) L
: 0

donde I, y L, denotan, respectivamente, la fongitud inicial de la probeta pa-
ra ensayo de tensién y su longitud final a la ruptura. Bl alargamiento mini-
mo especificado para una longitud calibrada de 2 in. para los aceros més usa-
dos con resisiencias de fluencia de hasta 50 ksi es de 21%. 5e nola gue esto
significa que la deformacion a la fractura debetfa ser de, por lo menes, 0.21
in./in.

Otra medida de la ductilidad gue en ocasiones se emplea es el porcen-
taje de reduccidn de drea, definido como

. . Ay — Ay
Porcentaje de reduccion de drea = 100 ——
Ag
donde A, y Ay denotan, respectivamente, ¢l drea inicial de la seccion trans-
versal de la probeta y su minima drea de seccidn transversal a la fractura, Pa-
ra el acerp estructural, es comiin encontiar porcentajes de reduccién de area
del 60 al 70%.

Hasta ahora, se han analizado sélo ensayos o pruebas de tension. Si una
probeta de material ddctil se cargara a compresion en lugar de tension, la cur-
va de esfuerzo-deformacidn que se obtendria serfa esencialmente la misma a
1o largo de su porcidn inicial en linea recta y del comienzo de la porcion co-
rrespondiente a la fluencia y al endurecimiento por deformacidn. De relevan-
cia particular es el hecho de gue, para un acero dado, la resistencia a la fluen-
cia es la misma tanto a tensidn como a compresion. Para valores mayores de
deformacién, las curvas de esfuerzo-deformacidn a tensidn v a compresion
divergen, y deberd advertirse que no puede ocnrrir estriccion a compre-
sién. Para la mayorfa de los materiales diictiles, se encuentra gue la resisten-
cia dltima a compresion es mucho mayor que la resistencia Gltima a la ten-
sién. Fsto se debe a la presencia de fallas (por ejemplo, cavidades o grietas
microscépicas) que tienden a debilitar al material a tension, mientras gue no
afectan en forma significativa su resistencia a la compresidn.

T tonsion [ - — — — = Ruptura, tension

Ruptura, compresion v

s
e

i conupreston

Figura 2,14 Diagrama esfuerzo-deformacion para el concreto.



Un ejemplo de material [rigil con diferentes propiedades a tensién y a
compresion es el concreio, cayo dingrama esfuerzo-deformacién se muestra
en la figura 2.14. Hn e lado de tensidn del diagrama, primere se observa un
rango eldstico lineal en el que la deformacion es proporcional al esfuerzo.
Después de que se ha alcanzado el punto de fluencia, la deformacién aumen-
ta mis rapidamente que el esfuerzo hasta que ocurre la fractura. Bf compor-
tamiento del material bajo compresidn es diferente. Primero, el rango eldsti-
co lineal es significativamente mayor. Segundo, la raptura no ecurre cuando
el esfuerzo alcanza su maximo valor. En ingar de esto, el esfuerzo decrece
en magnited mientras que la deformacidn pldstica sigue aumentando hasta
que la ruptura ocurre. Advierta que el mddulo de elasticidad, representado
por la pendieate de la curva de esfuerzo-deformacién en su porcion lineal,
es la misma en tensidn que en compresion. Hsto es cierto para la mayoria de
los materiales fragiles.

SAACION Y
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Recuerde que el esfuerzo graficado en los diagramas de las figuras 2.9 y 2.1
se obtuvo al dividir la carga P entre €l drea de seccion transversal 4, de la
probeta medida antes de que hubiera tenido lugar alguna deformacién. Co-
mo ¢l drea de [a seccidn transversal de la probeta disminuye cuande aumen-
ta P, el esfuerzo graficado en el diagrama no represenia el esfuerzo reaj en
la probeta. La diferencia entre el esfuerzo ingenieril o = PIA, que se calcu-
16 v el esfuerzo real o, = P/A oblenido de la divisidn de F entre 2l drea de
la seccibn transversal A de la probeta deformada se vuelve aparente en los
materiales ductiles después de que ha aparecido la fluencia. En tanto que el
estuerzo ingenieril o, que es directamente proporcional a la carga P, disii-
nuye con £ durante la fase de esiriccidn, el esfuerzo real o, que es propor-
cional a P pero también inversamente proporcional a A, puede verse que si-
gue aumentando hasta gue la fractuwra de la probeta ocurre.

Muchos cientificos utilizan una definicién de deformacion diferente de
la deformacion ingenieril € = 6/L,. En lugar de emplear lz deformacién to-
tai 8 y el valor original de la longitud calibrada L, utilizan todos ios valores
sucesivos de L que han registrado. Dividiendo cada incremento de distancia
AL de la distancia entre las marcas de calibracién entre el valor correspon-
diente de L, se obtiene la deformacidn unitaria clemental Ae = AL/L. Su-
mando los valores sucesivos de Ae. se define la deformacion unitaria
real &,

g = ZAe = Z(AL/L)

Al reemplazar la sumatoria por vna integral, también puede expresarse la de-
formacion unitaria real como:

L
€ = A =In— (2.3}

El diagrama obtenido al graficar el esfuerzo real contra la deformacidn
unitaria real (figura 2.15) refleja con mayor exactitud el comportamiento del
material. Como se ha advertido, no hay disininucidn del esfuerzo real duran-
te la fuse de estriceidn. Ademads, las grificas obtenidas de los ensayos a ten-
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Figura 2,15  Esfuerzo real contra deformacion
real para un material dictl tipico.
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Figura 2.16 Diagramas esfuerzo-defor-
macidn para el hierro y para diversos
grados de acero.

sién y a compresion dardn, en esencia, la misma grifica cuando se utilizan
el esfuerzo real y la deformacién unitaria real. No ocurre lo mismo para va-
lores grandes de Ia deformacién unitaria cuando se grafica el esfuerzo inge-
nieril contra la deformacién unitaria ingenieril. Sin embargo, los ingenieros,
cuya responsabilidad es determinar si una carga P produce un esfuerzo acep-
table y una deformacién aceptable en un elemento dado, deseardn utilizar un
diagrama basado sobre el esfuerzo ingenieril o = P/A, y sobre la deforma-
cién unitaria ingenieril € = 8/L,, ya que estas expresiones involucran datos
disponibies para ellos, como el drea de a seccidn transversal A, y la longi-
tud L, del elemento en sa estado sin deformar.

RODULO DE

£

La mayor parte de las estructuras de ingenierfa se disefian para sufrir defor-
maciones relativamente pequefias, que involucran sélo la parte recta del dia-
grama de esfuerzo-deformacion correspondiente. Para esta porcion imicial del
diagrama (figura 2.9), el esfuerzo o es directamente proporcional a la defor-
macidn €, y puede escribirse

‘o= FEe 2.4)
Eista relacién se conoce como ley de Hooke, llamada as{ en honor del mate-
mético inglés Robert Hooke (1635-1703). El coeficiente £ se denomina md-
dulo de elasticidad del material involucrado o, también, mddulo de Young, en
honor del cientifico inglés Thomas Young (1773-1829). Como la deforma-
cién € es una cantidad adimensional, el médulo E se expresa en las mismas
unidades que €l esfuerzo o, es decir, en pascales o en uno de sus multiplos
si se emplean unidades del SI, v en psi o ksi si se emplean unidades ameri-
canas.

Fl miximo valor de esfuerzo para el que puede emplearse la ley de Hoo-
ke en un material dado se conoce como limite de proporcionalidad de ese
material. En el caso de los materiales dictiles que poseen un punto de ce-
dencia bien definido, como en la figura 2.9, el Hmite de proporcionalidad
casi coincide con el punto de cedencia. Para otros materiales, el limite de
proporcionalidad no puede definirse con tanta facilidad, ya que es dificil de-
terminar con exactitud el valor del esfuerzo ¢ para ef que la relacién entre
o y € deja de ser lineal. Pero esta dificuitad misma indica que, en el caso de
dichos materiales, emplear la ley de Hooke para valores apenas mayores
que el limite real de proporcionalidad no conducird a ningiin error significa-
tivo.

Algunas de las propiedades fisicas de los metales estructurales, como re-
sistencia, ductilidad y resistencia a la corrosidn, pueden verse muy afectadas
debide a causas como la aleacion, el tratamiento térmico y el proceso de ma-
nufactura empleado. Por ejemplo, se observa en ios diagramas de esfuerzo-
deformacién del hierro puro v de tres diferentes grados de acero (figura 2.16)
gue grandes variaciones en la resistencia a la fluencia, la resistencia dltima
y la deformacion unitaria final (ductilidad) existen entre estos cuatro meta-
les. Todos ellos, sin embargo, poseen el mismoe mdédulo de elasticidad; en
otras palabras, su “rigidez” o capacidad para resistir una deformacién deniro
del rango lineal es la misma. Por lo tanto, si en una estructura dada un ace-
ro de alia resistencia sustituye a uno de menor resistencia, y si todas las di-
mensiones permanecen iguales, la estructura tendrd un incremento en su ca-
pacidad de carga, pero su rigidez permanecerd sin cambio.



Para cada uno de los materiales considerados hasta ahora, la relacidon en-
tre el esfrerzo normal y la deformacidn normal, o = Ee, es independiente
de la direccitn de la carga. Esto se debe a que las propiedades mecanicas de
cada material, incluyendo su modulo de elasticidad £, son independientes de
la direccion considerada. Se dice que tales materiales son isotrdpicos. Los
materiales cuyas propiedades dependen de la direccidn considerada se cono-
cen como anisatrgpicos. Una clase importante de materiales anisotrépicos
estd formada por los materiales compuestos reforzados con fibras.

Estos materiaies compuestos se obtienen encapsulando fibras de un ma-
terial resistente y rigido en un material mgds débil y blando, conocido como
matriz. Los materiales mds empleados como fibras son el grafito, el vidrio y
los polimeros, en tanto que varios tipos de resinas se emplean como mairi-
ces. La figura 2.17 muestra una capa, o Idmina, de un material compuesto
que consiste en un gran nimerc de libras paralelas encapsuladas en una ma-
triz. Una carga axtal aphicada a la ldmina a lo largo del eje x, es decir, en la
direccidn paralela a las fibras, creard un esfuerzo normal o, cn la Jdmina y
st correspondiente deformacidn unitaria €., que satisfardn la ley de Hooke al
aumentarse fa carga y en tanto no se alcance el limite eldstico de la lamina.
De manera stmilar, una carga axial aplicada a lo largo del eje v, esto es, en
una direccién perpendicular a la lamina, creard un esfuerzo normal o, y una
deformacidn unitaria normal €, que satisfacen la ley de Hooke, y una carga
axial aplicada a lo largo del ejé z creard un esfuerzo normal o, y una defor-
macidn normal €., que nuevamente satisfardn la ley de Hooke. No obstante,
los médalos de elasticidad E, E_,‘ y £, correspondientes, respectivamente, a
cada una de las anteriores situaciones de carga, serdn diferentes. Debido a
que las fibras estdn paralelas al eje x, Ia Idmina ofrecerd nna resistencia mu-
cho mayor a la carga dirigida a lo largo del eje x gue a la dirigida a lo largo
de los ejes y 0 z, y E, serd mucho mayor que E, 0 que E_.

Un laminado plano se obtiene superp{}ﬂiendo un ndmero de capas o la-
minas. Si el laminado serd sometido sdlo a carga axial que cause lension, las
fibras en todas las capas deberdn tener ia misma orientacién que ia carga pa-
ra obtener la maxima resistencia posible. Pero si el laminado puede estar en
compresion, el material de la matriz puede no ser tan fuerte como para evi-
tar gue las fibras se tuerzan o pandeen. La estabilidad lateral del laminado
puede entonces incrementarse colocande algunas de las capas de tal manera
que sus fibras queden perpendiculares a la carga. También es posible colo-
car algunas capas para que sus fibras estén orientadas a 30°, 45° 0 60% a la
carga a fin de incrementar la resistencia del laminado al cortante en el pla-
no. Los materiales compuestos reforzados con fibras serdn analizados con
mayor detalle en la seccién 2.16, donde se considerara su comporiamienio
ante cargas multiaxiales.
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Si las deformaciones causadas en una probeta por la aplicacion de una car-
ga dada desaparecen cuando se retira la carga, se dice que el material se com-
porta eldsticamente. El maximo valor de esfuerzo para el que el material se
comporta elasticamente se denomina el [inite eldstico del material.

Si el material tiene un punto de cedencia bien definido como en la figu-
ra 2.9a, el lfmite eldstico, el limite de proporcionalidad (véase seccion 2.5)
v el punto de cedencia o punto de fluencia son esencialmente los mismos.

2.6 Comportamiento eldstico &7
ok i

Capas de

nmieri'dl/

Fibras

Figura 2.17 Capa de material compuesto re-
forzado con fibras.
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En otras palabras, el material se comporta eldstica y linealmente mieniras el
esfuerzo se mantenga por debajo del punio de cedencia. Si se alcanza el pun-
to de cedencia, sin embargo, ésta ocurre como se describié en la seccion 2.3
y, al retirar la carga, el esfuerzo y la deformacidn unitaria disminuyen de ma-
nera lineal, a lo largo de una linea €D paralela a la parte recta AR de la cur-
va de carga (figura 2.18). Si € no regresa a cero después de que la carga ha
sido retirada indica que ha ocurrido una deformacion permanente o deforma-
cion pldstica en el material. Para la mayor parte de los materiales, la defor-
macidn plastica depende no tan sélo del maximo valor alcanzado por el es-
fuerzo, sino también del tiempo que pasa antes de que se retire fa carga. La
parte dependiente del estuerzo de la deformacion pldstica se denomina des-
lizamiento, y la parte dependiente del tiempo, gue también depende de la tem-
peratura, se Hama fermoelasticidad.

Cuando un material no posee un punto de cedencia bien definido, el
limite eldstico no puede determinarse con precisién. Sin embargo, supo-
ner que el limite eldstico es rgual a la resistencia a la fluencia, como se
ha definido por el método de desviacidn (seccién 2.3), genera un peque-
flo error. De hecho, haciende referencia a la figura 2.13, observamos que la
linea recta usada para determinar el punto ¥ también representa la curva de
descarga después de haber alcanzado un esfuerzo maximo o, A pesar de que
el materiat no se comporta de una manera verdaderamente eldstica, la de.
formacion pldstica resultante es tan pequefla como ia desviacidn ele-
gida.

Si, después de ser cargada y descargada (véase figura 2.19), la probeta
se carga de nuevo, la nueva curva de carga seguird muy de cerca la anterior
curva hasta que casi alcance el punto C; entonces. se doblard a la derecha y
se conectard con la porcién curva del diagrama de esfuerzo-deformacida ori-
ginal. Note que la parte recta de 1a nueva curva de carga es mds larga que la
correspondiente a la curva inicial. Asi, el {mite de proporcionalidad y el li-
mite eldstico han aumentado como resultado del! endurecimiento por defor-
macidn ccurrido durante la anterior carga de la probeta. Sin embargo, ya que
el punto de ruptura R permanece sin cambio, la ductilidad de la probeta, gue
ahora deberd medirse desde ¢l punto 22, ha disminuido,

Se ha supuesto en este andlisis que la probeta fue cargada dos veces en
la nusma direccitn, es decir, que ambas cargas fueron de tensién, Conside-
re ahora el case en que la segunda carga se aplica en una direccion opuesta
a la primera.

Suponga que ¢l material es acero dulce, para el cual el punto de ceden-
cla es el mismo a tensién v a compresidn. La carga inicial es de tensidn y se
aplica hasta que se alcanza el punio C en el diagrama de esfuerzo-deforma-
cidn (figura 2.20}. Después de descargar (punto £2), se aplica una carga de
compresion, la cual provoca que el material alcance el punto H, donde el es-
Tuerzo es igual a ~o,. Se advierte que la porcion DH del diagrama esfuer-
zo-deformacion es curva y no muestra ningin punto de cedencia bien defi-
nido. A esto se le conoce como efecto Bauschinger. Al mantenerse la carga
de compresidn, el material tluye a lc largo de la linea H/.

Sila carga se retira después de alcanzar el punto J, el esfuerzo retorna a
cero a lo largo de la linea JK, y se observa que la pendiente de JK es igual
al médulo de elasticidad £, La deformacién permanente resultante AK serd
pesitiva, negativa o cero, dependiendo de las longitudes de los segmentos BC
y HJ. 51 una carga de tension se aplica de nuevo a la probeta, la porcidn del
diagrama esfuerze-deformacién que comienza en K (linea punteada) se cur-
vard hacia arriba y hacia la derecha hasta que se alcance el esfuerzo de fluen-
cia oy
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Si la carga inicial es lo suficientemente grande para causar el endureci-
miento por deformacién del material (punte ), la descarga ocurre a lo lar-
go de la linea C'D'. Al aplicarse la carga inversa, el esfuerzo se vuelve de
compresion, alcanzando su valor mdximo en A’ y manteniéndolo mientras el
material fluye a lo largo de la Hnea H'J'. Advierta que, en tanto que el méa-
ximo valor para el esfuerzo de compresion es menor que @, el cambio total
en esfuerzo entre ' v A’ es adn igual a 2oy

Si el punto X o K coincide con el origen A del diagrama, la deforma-
clén permymente es igual a cero, v parecerd gue la probeta ha regresado a su
condicién original. No obstante, habrdn ocurrido cambios internos y, aun
cuando la misma secuencia de carga pueda repetuse, la probeta se fractura-
rd sin advertencia previa después de algunas repeticiones, Esto indica que las
excesivas deformaciones pldsticas a Ias que ha side sometida a probeta han
cavsade un cambio radical en las caracteristicas del material. Las cargas in-
versas dentro del rango plastico, por lo tanto, rara vez se permiten, por 1o que
sdlo se realizan en condiciones controladas. Tales situaciones ocurren en el
enderezado de materiales dafiados y en el alineamiento final de una estruc-

tura o maguina.

2.7 CARGAS REPETIDAS. FATIGA

En las secciones precedentes se ha considerado el comportamiento de una
probeta sujeta a carga axial. Recuerde que. si el esfuerzo médximo en la pro-
beta ne excede el #mite eldstico del material, fa probeta regresa a sus condi-
ciones iniciales cuando se retira la carga. Podria concluirse que una carga
dada puede repetirse muchas veces, siempre y cuando los esfuerzos perma-
nezcan dentro dei rango eldstico. Tal conclusidn es correcta para cargas que
se repiten unas cuantas docenas o'aun centenares de veces. Sin embargo, co-
me se verd, no es correcta cuando las cargas se repiten millares o millones
de veces. Bn tales casos, la fractura ocurrird aun cuando el esfuerzo sea mu-
cho mds bajo que la resistencia estdtica a la fractara. Este fenémeno se co-
noce como fatiga. Una falla de fatiga es de naturaleza frdgil, aun para mate-
riales normalmente diictiles.

2.7 Cargas repetidas. Fatiga
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Esfuerzo y deformacion. Carga axial La fatiga debe ser considerada en ef disefio de todos los elementos es-
tructuraies v de mdquinas que se encuentren sujetos a cargas repetitivas o
fluctuantes. El ndmero de ciclos de carga que puede esperarse durante la
vida dtil del componeate varfa mucho. Por ejemplo, una viga que soporta a
una gria industrial puede cargarse hasta dos millones de veces en 25 aiios
(alrededor de 300 cargas por dia de trabajo), el cigiiefial de un automovil
serda cargado alrededor de quinientos mil millones de veces si el automo-
vil opera a lo largo de 200 000 millas, v un dlabe individual de una turbina
podrd cargarse varios centenares de miles de millones de veces durante su
vida.

Algimas cargas son de naturaleza fluctuante. Por ejemplo, el paso del
trdnsito sobre un puente causard niveles de esfuerzo que fuctuarin alrededor
del nivel de esfuerzo debido al peso del puente. Una condicion mds severa
sucede cuando se presenta una inversion completa de la carga durante el ci-
clo de carga. Los esfuerzos en el eje de un carvo de ferrocarril, por ejemplo,
se invierten completamente cada media revolucion de la rueda.

El niimero de ciclos de carga necesarios para causar la falla de un es-
pécimen a través de cargas sucesivas o cargas inversas repetidas puede de-
terminarse experimentalmente para cualquier nivel dado de esfuerzo méxi-
mo. Si una serie de ensayos se lleva a cabo, utilizando diferentes niveies
de esfuerzo miximo, los datos resuitantes podrdn graficarse como una cur-
va 1. Para cada ensaye, el esfuerzo maximo ¢ es graficado en la orde-
nada y el nimero de ciclos n en la abscisa. Debido al gran nimero de
ciclos n requerido para la ruptura, los ciclos n se grafican en una escala lo-
caritmica.

Una curva tipica o-n para el acero se muesira en la figura 2.21. Advier-
ta que, si el esfuerzo maxime aplicado es alto, pocos ciclos, relativamente,
se requieren para causar la ruptura. Al reducirse la magnitud del esfuerze ma-
ximo, el nimero de ciclos requeridos para causar a ruptura aumenta hasta
i l | | que se alcanza un estuerzo denominado el limite de resistencia o fatiga. El

10° 10 10° 100 107 10° 16°  imite de fatiga es el esfuerzo para el caal la falla no ocurre, aun cuando ha-

Numero de ciclos con inversion completa v yp pimero infinitamente grande de ciclos de carga. Para un acero al bajo
Figura 2.21 carbono, como el acere estructural, el limite de fatiga es aproximadamente

Ja mitad de su resistencia titima.

Para metales no ferrosos, como el aluminio y el cobre, un diagrama ti-
pico o-n (figara 2.21) muestra que el esfuerze requerido para fa falla con-
tinda disminuyendo al aomentar el ndmero de ciclos de carga. Para tales
metales, el fimite de fatiga se define como el esfuerzo que corresponde a la
falla después de un mimerc especifico de ciclos de carga, tal como 500 ms-
llones.

El examen de especimenes de prueba, de ¢jes, de resories y de otros com-
ponentes que han fallado por fatiga muestra que la falla se inicié en vna grie-
ta microscopica o en otra imperfeccion similar. En cada carga, la grieta se
agrand¢ ligeramente. Durante los sucesivos ciclos de carga, la grieta se pro-
pagd en el material hasta que la cantidad de material sin dafiar fue insu-
ficiente para soportar la carga maxima, v una falla fragil y abrupta ocurrio.
Debido a que Ia falla por fatiga puede iniciarse en cualquier grieta o imper-
feceidn, la condicidén superficial del elemento tiene un efecto impertante en
el limite de tolerancia obteaido en el ensayo. El limite de fatiga para especi-
menes maquinados y pulidos es mayor que para componentes laminados o
forjados, o para componentes corroidos. En aplicaciones para el mar o cer-
canas a él, o en otras aplicaciones donde se espera cerrosién, se espera una
reduccién de hasta el 50% en el limite de fatiga.

stuerzo (ksi)

E

10—




Considere una varilla homoegénea BC de longitud L y seccidn transversal uni-
forme de drea A sujela a vna carga axial centrada P (figura 2.22). Si el es-
fuerzo axial resultante o = P/A no excede el Hmite de proporcicnalidad del
material, se aplica la ley de Hooke y se escribe

o= FKe {(2.4)
de donde sigue que

o P
€= — =" (2.5)
E AE
Recuerde que la deformacidn € se definid en la seccién 2.2 como € = §/L,
se tiene gue

6 =c¢el (2.6}
y sustituyendo € de la ecuacidn (2.5) en la (2.6):

PL

8 ﬁ XE (2.7

Ia ecuacidn (2.7) se usard s6lo st la varilla es homogénea (F constante),
tiene una seccion transversal unitforme con drea A y estd cargada en sus ex-
tremos. Si la varilla estd cargada en otros puntos, o si consta de varias por-
ciones con distintas secciones transversales y, posiblemente, distintos ma-
teriates, debe dividirse en partes que satistagan de manera individual las con-
diciones requeridas para la aplicacion de [a formula (2.7). Si, P L, A, v E;
representan, respectivamente, la fuerza interna, longitud, drea de seccidn
transversal y mddulo de elasticidad que corresponden a {a parte i, Ia defor-
macion de la varilla entera serd

P.L.

8= EAE (2.8)

Recuerde, de la seccion 2.2, que en el casoe de una varilla con seccidn
transversal variable (figura 2.5), la deformacién e depende de la posicion del
punte O donde se le calcula y se define como € = 45/dx. Despejando 48 v
suslituyendo e de la ecuacion (2.5}, la deformacion de un elemento de lon-
gitud dx se expresa como

P dx
AFE

dé = e dx =

La deformacion total & de la varilla se obtiene al integrar esta expresidn por
la longitud L de la varilla:

L b pdx
5= J — 2.9)
S AE

La formula (2.9) deberd emplearse en lugar de (2.7}, no sélo cuando e drea
de la seccién transversal A es una funcidn de x, sino también cuando la fuer-
za interna P dependa de x, como es el caso de una varilla suspendida y so-
metida a la accidn de su propic peso.

Figura 2.22

2.8 Deformaciones de elementos
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Determine la deformacidn de la varilla de acero mostrada er la Se divide la varilla en tres partes {la figura

)
)

3b) v se

figura 2.23a bajo las cargas dadas {E = 29 X 107¢ psi). tiene

A=08in?

A=03in?

45 wips
i

16 in—

12 ia.

Ly=L,=121in. L; =16 1in.

A =4,=09%in> A; =031’

3

il

Para encontrar las luerzas internas Py, P, y P;. se deben hacer
cortes a través de cada una de las partes, dibujando cada vez un
diagrama de cuerpo libre de ta porcién de la varilla localizada a
la derecha de la seccidn (figura 2.23¢). Expresando que cada uno
de los cuerpos libres estd en equilibrio, se obtiene sucesivamente

1
i

P, = 60 kips = 60 x 107 Ib
P, = —15kips = —15 % 10° Ib

Py = 30 kips = 30 X 10° Ib

Llevando los valores obtenidos a la ecuacién (2.8), se tiene que

+
A, As As
1 [(60 X 10°)(12)

PL, 1(PL, P.l, PJ,S)
S = e — T =
ZA,E, E(

i

a)
Figura 2.24

oy i

29 % 10° 0.9
—15 x 10%)(12} (30 X 10%){16
Ll )z G X )}
0.9 0.3
2.20 x 10° 5
&= 220 X 107 =759 X 1077 in.
29 X 10°
Figura 2.23
Tanto la varilla BC de fa figura 2.22, que se utitizé para deducir la for-

muia (2.7) come la varilla AD de la figura 2.23, que acaba de analizarse en
el ejemplo 2.01, tenfan un exiremo sgjeto a ur soporte fijo. En cada caso,
por lo tanto, la deformacidén & de la varilia fue 1gual al desplazamiento de su
extremo libre. Cuando ambos extremos de una varilla se mueven, sin embar-
go, la deformacién de la varilla se mide por el desplazamiento relative de un
extremo de la varilla con respecto al otro. Considere, por ejemplo, el ensam-
ble mostrado en la figura 2.24«a, compuesto por tres barras eldsticas de lon-
gitud L conectadas con un pasador rigido enn A, Si una carga P se aplica en
B (figura 2.245), cada una de las tres barras se deformard. Come [as barras
AC v AC" estdn unidas a soportes fijos en C v €, su deformacién conuin se
mide por el desplazamiento &, del punto A. Por otra parte, ya que ambos ex-
tremos de la barra AB se mueven, la deformacion de AB se mide por la di-
ferencia entre los desplazamientos 8, y 8, de los puntos A v B, es decir, por
el desplazamiento relativo de B con respecto a A. Denotando este desplaza-
miento relativo por 8y, se escribe

PL

Bpu = 05 — 8, = — 2.10
BA b3 A AE { )]
donde A es el drea de Ia seccidn transversal AB v E es el modulo de elasti-

cidad.



La barra rigida BDE se soporta en dos esiabones AB v CD. El eslabon A8 es hecho
de aluminio (£ = 70 GPa) y tiene un drea de seccidn transversal de 500 min?; el es-
labén CD es de acere (£ = 200 GPa) y tiene un drea de seccidn transversal de 600
mm*. Para la fuerza mostrada de 30 kN, determine la deflexion «) de B, b} de D, )
de E.

I}

0.4 m f 30 LN

0.3 m

|
i ! O4m

SOLYCION

Cuerpo libre: barra BDE

Y2 My = O —(30 kN){0.6 m) + Frp(0.2m) = 0
Fep = +90 kN Frp = 90 kN rension
+5 2 My, = O —{30kN}¥04 m} ~ F,{0.2m) =0

‘ ’ Fup = —~60kN Fug = 00 kN compresidn
J4m

02w !
B = 0 TN a, Deflezidn de B. Como la fuerza interna en el eslabdén AB es compresiva, te-
g ap T UL
i nemes que P = —60 kN
A¥
’ PL (=60 % 10° N)(0.3 m) ) .
= 500 2 Op = —— = P S = 5314 X 107" m
0.3 m —odbmm AE (500 X 107" m )70 X 107 Pa)
=70 GPa
B El signo negative indica una contraccién del elemento AB y, por lo tanto, una
i ) deflexién hacia arriba de B: o
U, =60 kN
%"FCD = S0k Sp=05l4mm?T <
ol
b Deflexion de . Como la varillla CD, £ = 90 kN, se escribe
= 600 nnn®
04 m = 200 GPa 5 _PL (90 X 10° N){0.4 m)
POUOAE (600 % 107m*)(200 X 107 Pa)
=300 X 10 °m 8, = 0300 mm | <
e = 00 kN
8y = 0514 umn ¢e. Defiexidn de B, Se denota con B’ y D' las posiciones desplazadas de los
B & = 0.300 nun puntos B y D. Ya que la batra BDE es rigida, los puntos B', D' y ' se encuentran

|
;"ﬁ
-
—
R
b=

en fnea recta y se escribe:

.

A
/
/

T, 8y BB BH 0.514mm (200 mun) — x .
DD HD 0300 mm X * = 737 mm
(200 mm ~x) S, -2LR) T -
E
00 e 400 — EE' _ HE 8 _ (400 mam) -+ (73.7 mm)
by  HD 0.300 mm 73.7 mm

Sp = 1.928 mm | <

RE
B




18 in.

121,

H

Las piezas de fundicién rigidas A y B estdn conectadas por dos pernos de acero de
2 in. de didmetro CD y GH y se encuentran en contacto con los extremos de una va-
rilla de aluminio de 1.5 in. de didmetro EF. Cada perno tieng una cuerda tinica con
un pasc de 0.1 in. y, después de ajustarse, las tuercas D y I se aprietan un cuarto de
vietta. Sabiendo que £ es de 29 % 10° psi para el acera y 10.6 > [0® psi para el alu-
minio, determine el esfuerzo normal en la varilla.

Deformaciones

Pernos CD vy GH. Al apretar las tuercas se tensan los pernos. Debido a la si-
metria, ambas estan sometidas a la misma fuerza interna £, y sufren la misma defor-
macion 8,. Se tiene
Py P18 in.)

‘ -1 — —— = 1405 X 107°P, (D)
AE, 2w (073137 (29 % 10° psi)

5{):'

Varilla EF, La varilla se encuentra en compresion. Si P, es la magnitud de fa
fuerza en la varilia y §, es su deformacidn, se tiene que
P121in.)

§, = —ll = — — o= 06406 X 107°P, Q)
O (1.5 ){10.6 X 10° psi)

Desplazamienio de D relofive @ B, Apretar las tuercas un cuarto de vuelta ha-
ce que los extremos Dy A de los pernos sufran un desplazamiento de 3(0.1 in.) re-
lativo a la pieza B. Considerando el extremo D, se escribe

8ps = §(0.11n.) = 0.025 in. (3)

Pero 8, = & — &, donde 8, y &, representan los desplazamientos de D y de B.
Si se supone que la pieza A estd sujeta en una posicion fija mientras que las tuercas
en Dy en H se aprietan, estos desplazamientos son iguales a las deformaciones de
los pernos y de la varilla, respectivamente. Se tiene, entonces,

aD/B =8, — 6, {4)
Sustituyendo de las ecuaciones (1), (2} v (3) en la ecuacidn (4), se obtiene

0.025 in. = 1405 x 107° P, + 0.6406 X 107° P, (%)
Cuerps libre: fundicion B
TIE =0 P~ 2P, =0 P, = 2P, {6}

Fuerzas en pernes v variilas
Sustituyende P, de la ecuacion (6) en la (5), se tiene

0.025 i, = 1.405 X 107°P, + 0.6406 > 107%28,)
P, = 9307 x 10° b = 9.307 kips
P,= 2P, = 2(9.307 kips) = 18.61 kips

Fsfuerzo en la varilia

P, 18.61 kips . L
g, == T e v o, = 10.53 ksi <&
A, ga(l34n)



2.1 Una varifla de acero de 5.5 ft de Jongitud se estira 0.04 in. cuando se le
aplica una carga de tensién de 2 kip. Si se sabe que £ = 29 X 10° psi, determine a}
el didmetro minimo de varilla que deberfa usarse, ) el esfuerze normal correspon-
diente causado por la carga.

2.2  Un alambre de acero de 60 m de fargo se sujeta a una fuerza de tension
de 6 kN. 8i se sabe que E = 200 GPa y la longitud del alambre aumenta en 48 mm,
determine ) el didmetro minimo que puede seleccionarse para el alambre, B) ¢l es-
fuerzo normal correspondiente.

2.3 Una varilla de control de latén amarillo no debe estirarse mds de £ in,
cuando la tensidn en el alambre es de 800 lb. Si se sabe que £ = 15 X 10° psi y el
méximo estuerzo normal permisible es de 32 ksi, determine @) el didmetro minimo
que puede seleccionarse para la varilla, &) la longitud méxima correspondiente para
la varilla.

2.4  Dos marcas de calibracitn se colocan separadas por exactamente 256 mm
en una varilla de aluminio que tiene didmetro de 12 mm, con E = 73 GPa y una re-
sistencia tltima de 140 MPa. Si se sube que la distancia entre las marcas de calibra-
cidn es de 250.28 mm después de aplicar una carga, determine a) el esfuerzo en la
varilla, b) el factor de seguridad.

£.5 Un hilo de nylon estd sometido a una fuerza de tensidn de 2 Ib. Si se sabe
que E = 0.7 % 10° psi y la longitud del hilo se incrementa en 1.1%, determine «) el
didmetre del hilo, b) el esfuerzo en el hilo.

2.5  1n lubo de hierro colado se usa para soportar una carga de compresion.
Si se sabe que E = 69 GPa y el miximo cambio permisible en longitud es de 0.025%.
determine a) el esfuerzo normal mdximo en la tuberfa, ) el espesor de pared minimo
para una carga de 7.2 IN si el didmetro exterior del tubo es de 30 mm.

2.7 Un alambre de acero de 28 £t de longitud y 0.25 in. de didmelro serd eni-
pleado en un gancho. Se observa que el alambre se estiva 0.45 in. cuando se le aplica
una fuerza P de tensidn. Si se sabe que E = 29 > 10° psi, determine @) la magnitud
de la fuerza P, b) el esfuerzo normal correspondiente en el alambre,

2.3 Una barra cuadrada de aluminio no debe estirarse mds de 1.4 mm cuando
se somete a una carga de tension. Si se sabe que E = 70 GPa vy el esfuerzo permisi-
ble a tension es de 120 MPa, determine «) Ia longitud mdxima permisible de la ba-
rra, &) las dimensiones requeridas para Ia seccidn transversal sila carga de tensidn
es de 28 kKN,

2.9 Una carga de tensién de 9 kN se aplicard a un alambre de acero de 50 m,
con & = 200 GPa. Determine el didmetro minimo del alambre que podra utilizarse,
si se sabe que el esfuerzo normal no deberd exceder de 150 MPa y el incremento en
la longitud del alambre deberd ser, como maximo, de 25 mm.
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fsfuerzo y deformacién. Carga axial

Figura P2.13

e o () ) ——]

2,70 Un blogue de 250 mm de longitnd vy de 50 X 40 mm de seccidn trans-
versal debe soportar una carga centrada a compresion P. Bl material que se emplea-
rd es un bronce para el que F = 95 GPa. Determine la carga médxima que puede
aplicarse, si se sabe que el esfuerzo normal no debe exceder de 80 MPa y la dis-
minucién en longitud del bloque debe ser, cuando mucho, de 0.12% de su longi-
tud original,

247  Una varilla de aluminio de 1.5 m de largo no debe estirarse mas de 1 mm
y el esluerzo normal no debe exceder de 40 MPa cuando la varifla estd sujeta a una
carga axial de 3 kN. Si se sabe que £ = 70 GPa, determine el didmetro requerido
para la varilla.

2.52  Un hilo de nylon estard sometido a una carga de tensidn de 2.5 b, Si se
sabe que £ = 0.5 x 10° psi, que el esfuerze normal permisible maximo es de 6 ksi,
v que la longitud del hilo nc debe incrementarse en mds del 1%, determine el did-
metro requerido para el hile.

2.1% Elcable BC de 4 mm de didmetro es de un acers con £ = 200 GPa. Si
sc sabe que el maximo esfuerzo en el cable no debe exceder de 190 MPa vy el alar-
gamiento del cable no debe scbrepasar de 6 mm, encuentre la carga mixima P que
puede aplicarse como se muestra en la figura.

2,14 La varilla de alsuninio ABC (E = 10.1 % 10° psi}, que consta de dos por-
ciones cilindricas AB y BC, serd reemplazada con vna varilla cilindrica de acero DE
(£ = 29 X 10° psi) de la misma longitud. Determine el didmetro minimo requerido
d para la varilla de acero si su deformacidn vertical ne debe exceder la deformacidn
de la varilla de aluminio bajo la misma carga y si el esfuerzo permisible en la vari-
{la de acero no debe exceder de 24 ksi.

28 kips

Figura P2.14

255 El modelo que se muestra en la figura ha sido cortado de una hoja de vi-
nile de 5 mm de espesor (£ = 3.10 GPa) y estd sujeto a una carga de tensién de 1.5
KN, Defermine «) la deformacion total del modelo, £) 1a deformacidn de la porcidn
central BC.

Dimensiones en wun

D
= 15EN - _ P=15kN

-
e 40— 50—

40 —,—‘

Figura P2.15




2,16  Una carga axial dnica de magnitud P = 38 kN se aplica en el exiremo
C de la varilla de laton ABC. Si se sabe que £ = [05 GPa, determine el didmetro o
de la porcidn BC para el que la deflexion del punto € serd de 3 mm.

30 mm

Figura P2.16

2.7 Las dos porciones de Ia varilla ABC estin hechas de un aluminio para el
que £ = 70 GPa, Si se sabe que la magnitud de P es de 4 kN, encuentre o) ef valor
de Q para gue la deflexitn en A sea cero, b) la deflexidn correspondiente de 5.

s
A
0.4 m 20 mm de didgmetro
30 i, - —— 3 in.
| i
30 ldps % % 30 ldps
0 -}O in. N 2 in.
am 60 mim de didgmetro
- g"]? = 40 kKps
Figura P2.77y P2.18 Figura P2.19

238 La varilla ABC estd hecha de un aluminic para el que E = 70 GPa. St
se sabe que P = 6 kN y @ = 42 kN, determine la deflexidn de «) el punto A, b)
el punto B.

2182 Dos varillas cilindricas estdn unidas en B y son sometidas a Ia carga que
se muestra en la figura. La varilla AB es de acero (£ = 29 > 10° psi) y la varilla BC
de latén (E = 15 % 10° psiy. Determine ) la deformacidn total de la varilla com-
puesta ABC, &) la deflexion del punto B.

2,20 Un cilindro hueco de poliestireno (E = 0.45 X 10° psi) con § in. de es-
pesor y una placa circular rigida (de la cual se muestra sélo una parte) se usan para
sopartar wna varilla AB de acero (£ = 29 X 10° psi) con Jongitud de 10 in. y did-
metro de 5 in. Si se aplica una carga P de 860 Ib en B, determine a) el alargamiento
de la varilla AB, DY la deflexidn del punto B, ¢} el esfuerzo normal promedio en la
varilla AB.

Problemas

&
A

2 in.

ey

P =35001h

Figura P2.20



Esfuerzo y deformacién. Carga axial

Para la armadura de acero (E = 29 X 10° psi) y la carga mostradas en
la figura, determine las deformaciones de los elementos AB y AD, si se sabe gue sus
respectivas dreas de seccién transversal miden 4.0 in* y 2.8 in.?

50 Lips
BY
A _F D
iP
fe— E3ft —j— 13t —

Figura P2.21

2.5%  El marco de acero (E = 29 > 10° psi) que se muesira en la [igura tiene
un {ensor diagonal BD con drea de 3.2 in.2 Petermine la carga médxima permisible P
si el cambio de longitad del elemento BD no debe exceder de 1% in.

R

223  Los elementos AB y BE de la armadura que se muestra en la figura con-
sisten en varillas de acero (£ == 200 GPa) con didmetros de 25 mm. Para la carga
mostrada determine el alargamiento de &) la varilla AB, £) la varilla BE.

Figura P2.22

Ll.ﬂ m—t—L2 m—
Figura P2.23
2.24  Cada uno de los esiabones AB y CD estd hecho de aluminio (F = 73

. - .- 3 .
(GPa) y tienen un drea de seccidn fransversal de 125 mm®. 51 se sabe gue soportan al
elemento rigide BC, determine la deflexidn del punto E.

180 mm I
|
&
‘ 0,36 m
260 mm
[ i C
L. e L G TR
N § 0.20 1
18 kiN i< 240 i — Fi P2.24 "
igura P2.

Figura P2.25

2,28  Los elementos ABC y DEF estian unidos con eslabones de acero {(F =
200 GPa). Cada uno de los eslabones fue elaborado con un par de placas de 25 X
35 mm. Determine el cambio en longitud de @) el elemento BE, I) el elemento CF.



A

1.5 man
0.32 m i

l:‘)ﬂS m
Figura P2.26
.28 Lalongitud del alambre de acero CID con 2 mm de didmetro ha sido ajus-
tada de modo que, si no se aplica ninguna carga, existe vna distancia de 1.5 mm en-
tre ef extremo B de la viga rigida ACE v un puato de confacto E. Si se sabe que £
= 200 GPa, determine el sitio sobre 14 viga donde tiene que colocarse un blogue de
20 kg para provocar contacto entre By £.

27 Los elementos AB y CD son varilias de acero de 1} in. de didmetro, y los
elementos BC y AD son varillas de acero de § in. de didmetre. Al apretar el tensor,
el elemento diagonal AC se pone en tensidn. Si se sahe que £ = 29 X 10° psi, de-
termine la tension maxima permisible en AC para que las deformaciones en los ele-
mentos AB y CD no sobrepasen las G.04 in.

; Para la estructura del problema 2.27, determine «) la distancia /: para que
{as deformaciones en los elementos AB, BC, CD y AD sean iguales, ) la tensidn co-
rrespondiente en el elemento AC.

2.29 Determine la deflexién del vértice A de un paraboloide de revolucién ho-
mogéneo con altura #, densidad p y mddulo de elasticidad F, debida a su propio peso.

Figura P2.29

2,30 Un cable homogéneo de longitud L vy seccidn transversal uniforme se
cuelga de un extremo. a) Penctando mediante p la densidad (masa por unidad de ve-
lumen) del cable y con £ su mddulo de elasticidad, determine el alargamiento que
sufre el cable debido a sn propio peso. &) Demusstre que puede obtenerse el mismo
alargamiento si el cable estd en posicidn horizontal y se le aplica en cada uno de los
extremos una fuerza ignal a la mitad de su peso,

R

231 5i e es la “delormacion unitaria ingenieril” de una probeta en tensidn,
demuestre que la deformacion unitavia real es €, = In{l + €).

' El volumen de una probeta en tensién es esencialmente constante mien-
tras ocurre la deformacion pldstica. Si el didmetro inicial del modelo es |, demuestre
que cuando el didgmetro es d, la deformacién unitaria real es €, = 2 In{d,/d).

Figura P2.27

Problemas




?’@ Esfuerzo y deformacion. Carga axial

2.9 PROBLEMAS ESTATICAMENTE INDETERI

HNADGS

En los problemas considerades en la seccidn precedente, siempre se puede
emplear Jos diagramas de cuerpo libre v las ecuaciones de equilibrio para de-
terminar las fuerzas internas producidas en las distintas porciones de un ele-
mento bajo unas condiciones dadas de carga. Los valores obtenidos de las
fuerzas internas lnego fueron introducidos en la ecuacién (2.8) o en la (2.9)
para obtener la deformacion del elemento.

Hay muchos problemas, sin embargo, en donde no es posible determi-
nar las fuerzas internas usando s6lo Ia estdtica. De hecho, en Ja mayoria de
estos problemas las reacciones mismas, que son fuerzas externas, no pueden
hallarse simplemente dibujando un diagrama de cuerpo libre del elemento y
escribiendo las correspondientes ecuaciones de equilibrio. Las ecuaciones de
equijibrio deben complementarse con relaciones que involucran las deforma-
ciones obtenidas considerando la geometria det problema. Pebido a que la
estitica no es suficiente para determinar las reacciones o las fuerzas internas,
los problemas de este tlipo se conocen como estdricamente indeterminados.
Los sigaientes ejemplos mostrardn como maneiar este tipo de problemas.

Una varilla de longitud L, drea de seccidn transversal A, y mé-
dulo de elasticidad E,, se ha colocado denire de un lubo con la
misma longitud L, perc de drez de seccidn transversal L, y mo-
dule de elasticidad £, (figura 2.254). ;Cudl es la deformacidn de
la variila y del tubo cuando una fuerza P se ejerce en la placa -
gida del extremo como se muestza en la figura?

/—Tubo (Ag. Fa)

L
P,
o)
Figura 2.25

Can P, y P,. respectivamente, las fuerzas axiales en Ja vazi-
lia y en el tubo, se dibujan diagramas de cuerpo libre de los tres
elementos {figura 2.25D, ¢ y d). Sélo el dltime de los diagramas
da informacion significativa:

P+ P, =P (2.11)

Es claro que una ecuacidn no es suficiente para determinar las
dos fuerzas internas desconocidas P, vy P,. Bl problema es estiti-
camente indeterminado.

No obstante, la geometrfa del problema muestra que las de-
formaciones 8, y 8- de la varilla y del tubo deben ser iguales. To-
mando en cuenta la ecuacion (2.7}, se escribe

PL P,L
& = - 8, = (2.12)
AE) Ak
igualando las deformaciones 8, v 8., se obtiene:
F, P, L
— = (2.13)

AE, A

Lasecuaciones (2.11) y (2.13) pueden resolverse simultineamente
para obtener P, y Pa

_ AEP
A, + AL,

AP

: Py=- T
AL, + AE,

Cualquiera de las ecuaciones (2.12) podrd emplearse para deter-
minar la deformacion conmuin de la varilia y del tubo.




Una barra AB de longitud L y seccidn transversal uniforme se su-
jeta a soportes rigidos en A y B antes de cargarse. jCudles son

Dibujando el diagrama de cuerpo libre de la barra (ligura
2.26k), se obtiene la ecuacida de equilibrio

los esfuerzos en las parciones AC' y BC debido a la aplicacion de
la carga P en el punto € (figura 2.26a)? Ryt Ry=P (2.14)
Ta que esta ecuacion no es suficiente para determinar las dos re-
acciones desconacidas R, y Rp, el problema es estiticamente in-
determinado.

Sin embargo, las reacciones pueden deierminarse si se ob-
serva de la geometria que el alargamiento total de la barra 6 debe
ser cero. Denotando con 6, v 8, respeclivamente, los alarga-
mientos de las porciones AC y AB, escribimos

5=58+6,=0

0, expresando 6, y 8, en términos de las fuerzas Internas corres-
pondientes P, y Py

i) h) — Pl,[_ﬂl - ]33,{'3

5=t g =0

; (2.15)
Figura 2.26 AE AE

Se advierte de los diagramas de cuerpo libre mostrados respecti-
vamente en las partes & y ¢ de la figura 227 que P, = R, v P,
= —Rp Al Hevar estos valores a la ecuacién (2.15), se escribe

Ry = Rgl, =0 (2.16)
Lasecuaciones (2.14) y (2.16) pueden resclverse simultineamente
al para Ry y Ry se obtiene R, = Pl./Ly Ry = PLJ/L. Los esfuer-
zos deseados o, en AC vy 0, en BC se obtienen dividieado, res-
pectivamente, P, = R, y P, = —Rpentre el drea de seccidén trans-
versal de la barra:
PL, PL,
. o, = o, = ——
Figura 2.27 AL - AL

Método de supsrposicidn.  Se observa que una estructura es estaticamen-
te indeterminada cuando estd sostenida por mds soportes de los necesarios
para mantener su equilibrio. Esto da como resultado mas reacciones desco-
nocidas gue ecuaciones de equilibrio disponibles. A menudo es conveniente
considerar una de las reacciones como redundante y eliminar el soporte co-
rrespondiente. Debido a que las condicienes dadas del problema no pueden
cambiarse arbitrariamente, la reaccién redundante debe manienerse en la so-
Jucidn. Pero se considerard como una carga desconocida que, junto con las
otras cargas, debe producir deformaciones compatibles con las restricciones
originales. La solucién real del problema se obtiene considerando, en forma
separada, las deformaciones producicas por las cargas dadas y por la reac-
cion redundante y sumando —o superponiendo-- los resultades obtenidos.t

T Las condiciones generales bajo las que el efecto combinado de varias cargas puede obtenerse
de esta manera se analizan en ia seccidn 2.12.



Determine las reacciones en A y en B para la barra de acero y la
carga mostradas en la figura 2.28, suponiendo un ensamble ajus-
tade en ambes apoyos antes de que se apliquen las cargas,

A
A= 250 mm* i
T 150 mm

—F

B kN 150 mm
1

A= 400 mm?__ | 150 mm
o
. 4

B0 kN 150 mun

:

Figura 2.28

Considere la reaccidn en B como redundante y libere la ba-
rra e ese soporte. La reaccidn R, se considera ahora como una
carga desconccida {figura 2.29a) y se determinard a partir de la
condicion de que la deformacion & de la varilla debe ser igual a
cero. La solucidn se obtiene considerando separadamente la de-
formacidn &; cansada por las cargas dadas (figura 2.290) v Ia de-
formacidn &y debida a la reaccién redundante Ry (figura 2.29¢).

GO0 kI

(SL L

Figura 2,29

La deformacion §; se obtiene de la ecoacion (2.8) después
de que ia barra se divide en cuatro partes, como se muestra en la

figura 2.30. Siguiendo el mismo procedimiento gue en el ejem-
plo 2.01, se tiene

P=0 P=P=600x10°N P, =900x 10°N
A=A, = 400 X 107%m? Ay = Ay = 250 X 107 m?
Ly = Ly Ly = Ly = 0.150m

150 wun

4
150 mm

150 wmm

K
GO0 kN

B. :
Figura 2.30

150 mm

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn 2.8, se obtiene

600 X 10°N

L
‘SL = —_—= 0+ "—'_—““‘W;g““f
i=1 A,E 400 > 107 m
600 X 10°N 900 X 10N )0.150 m
250 % 107%m? 250 % 107 % m? E
1.125 % 10° ,
& = — (217

Considerando ahora la deformacidn &; debido a la reaccidn
redundante Ry, se divide la barra en dos porciones, como se mues-
tra en la figura 2.31, y se escribe

Pp= Py = —Rg
AL =400 X 107%m* A, = 250 X 107 m?
Ly =L, = 0300 m

30 mm

300 mm

E: By
Figura 2.31



Sustituyendo estos valores en fa ecnacién (2.8), se obtiene

_PL Py (195 XIOO)R,
AE - AE E

Sy (2.18)

Expresando que la deformacion total § de la barra debe ser
cero, se escribe

8=48, +8 =0 (2.19)

y sustituyendo &; y 85 de las ecuaciones (2.17) ¥ (2.18) en la ecua-
cidn (2.19)

1125 X 107 {(1.95 X 10R;

y2) E

Despejundo Rp, se tiene que
Ry = 577 X I0°N = 577 kN

La reaccion R, en el soporte superior se obtiene del diagra-
ma de cuerpo libre de la barra (figura 2.32). Se escribe

+TEF, = 0; Ry — 300 kN — 600kN + R; = 0
R, =900 kN — R, = 900 kN — 577 kN = 323 kN

2.9 Problemas estdticamente indeterminados ??3

A

300 kN

600 kN

!
B Ry
Figura 2.32

Una vez que las reacciones se han determinado, los esfuer-
Zos v las deformaciones en la barra se obtienen [Acilmente. De-
be observarse que, aunque la deformacién de Ia barra es cero, ca-
da una de sus paries componentes se deforma bajo la carga y
condiciones de restriccion dadas.

Deiermine las reacciones en A v en B para la barra de acerc y
carga del ejemplo 2.04, suponiendo ahora que existe un claro de
4.50 mm entre 1a barra y el piso antes de que se apliquen las car-
gas (figura 2.33). Suponga que E = 200 GPa.

A= 250 mm®—
300 N

A = 400 ™ —

‘ GO0 kN

L

)

45 mm

Figura 2.33

Se sigue el mismo procedimiento que en el ejemplo 2.04.
Considerando la reaccidn en B como redundante, se calculan las
deformaciones 8; y &, causadas, respectivamente, por Jas cargas
dadas y por la reaccién redundante Ry. Sin embargo, en este ca-
so la deformacién tetal no es cero, sino 8§ = 4.5 mm. Por lo tan-
L0, se escribe

§=58,+ 8, =45 %107 m (2.20)
Sustituyende &, v &, de las ecuaciones (2.17) y (2.18) en la ecua-
cidn (2.20) y recordando que E == 200 GPa = 200 x 10° Pa, se
tiene que

1.125 x 107 1.95 % 109R
b= 2 - ( 2) P =45%107%m
200 % 10 200 > 10

Despejando Ry, se obticne
Ry = 1154 X 10N = 1154 kN

La reaccion en A se obtiene del diagrama de cuerpo libre de la
barra (figura 2.32);
+TZF =0 By = 300KkN — 600 kN + Ry = 0

R, = 900 kN — Rz = 900 kN — 1154 kN = 785 kN




Esfuerzo y deformacién. Carga axial

Figura 2.34

2.

Se ha supuesto que todos los elementos y estructuras que hasta ahora se han
considerado se mantienen a la misma lemperatura enande cargan. Ahora se
estudiardn varias situaciones que involucran cambios de temperatura.
Primero considere la varilla homogénea AB con seccidn transversat uni-
forme, que descansa libremente en una superficie herizontal lisa (figura
2.34a). Si la temperatura de la varilia se eleva en AT, se observa gue la va-
rilia se alarga por una cantidad &5 que es proporcional tanto al cambio de
temperatura AT como a la longitud L de la varilla (figura 2.345). Se fiene que

8= o{AT)L (2.21)

donde @ es una constante caracteristica del material, lamada ceeficiente de
expansion térmica. Como 8,y L se expresan ambas en unidades de longitud,
o representa una cantidad por grade C o por gradoe F, dependiendo si el cam-
bio de temperatura se expresa en grados Celsius o Fahrenheit.

Con la deformacidn &, debe asoclarse una deformacién e, = /L. Re-
cordando la ecuacion 2.21, se concluye que

6= @ AT (2.22)

La deformacion €, se conoce como deformacion unitaria térmica, ya que es
causada por el cambio en la temperatura de la varilla. En el caso que consi-
deramos aqui, no existe esfuerzo asociado con la deformacion er

Ahora suponga que la misma varilla AB de longited L se coloca entre
dos soportes fijos a una distancia L wno del oiro (figura 2.354). Nuevamen-
te, no existe esfuerzo ni deformacidn en esta condicion inicial, Si se eleva la
temperatura en AT, la varilla no puede alargarse debido a las restricciones
tmpuestas en sus extremos; la elongacién &, de la varilla es por lo tanto ce-
ro. Como la varilla es homogénea y de seccida transversal uniforme, la de-
formacién €7 en cualquier punto es €, = 84/L y, por o tanto, también cero.
Sin embarga, los soportes ejercerdn fuerzas Py P’ iguales y opuestas sobre
Ia varilla después de que se haya elevado la temperatura, para evitar que se
elongue (figura 2.355). Se tiene, por lo tanto, que se crea un estado de es-
fuerzos (sin su correspondiente deformacion) en ia varilla.

Figura 2.35



En la preparacién para determinar el esfuerzo o creado por el cambio de 2.10 Prablemas que involucran cambios 75,

temperatura A7, se observa que el problema por resolver es estaticamente in-
determinado. Por fo taato, primero deberd calcularse la magnitud P de las
reacciones en los soportes a partir de la condicién de que la elongacién de
la varilla es cero. Utilizande el método de superposicién descrito en la sec-
cidn 2.9, se hbera la varilla de su apoyo B (figura 2.364) y se le permite alar-
garse libremente mientras sufre el cambio de temperatura AT (figura 2.365).
De acuerdo con la férmula (2.21), el alargamiento correspondiente es

Oy = a(AT)L

Aplicando ahora al extremo B la fuerza P que representa la reaccién redun-
dante, y empleando la férmula (2.7), se obtiene la segunda deformacién (véa-
se figura 2.36¢)

§p = —
P AE

Expresando que Ia deformacidn total § debe ser cero, se tiene

PL I
8= 8y + 8p = a(ATIL + —— =0 c)

AE Figura 2.36

de donde se concluye que
P = —AEa(AT)

y que el esfuerzo en la varilla debide al cambio de temperatura AT es
P
= T - Eal AT) (2.23)

Debe recordarse que el resultado obtenido aqui v la anterjor observacidn
con respecto a la ausencia de deformacion alguna en la varilla sdlo se apli-
can al caso de una varilla homogénea con seccion transversal uniforme.
Cualquier otro problema que implique una estructura restringida sometida a
un cambio de temperatura debe analizarse en las condiciones aplicables. Sin
embargo, el mismo enfoque general puede usarse, es decir, es posible consi-
derar, en forma separada, la deformacién debida al cambio de temperatura y
la debida a la reaccidn redundante y superpaner las soluciones obtenjdas.

Determine los valores del esfuerzo en las porciones AC y CB de

ta barra de acero mostrada en la figura 2.37 conando Ja temperatura L. A=12in2
de la barra es de —30°F, sabiendo que existe un buen ajuste en A=06Mn" c
ambos soportes rigidos cuando la temperatura es de +75°F. Uti-

lice los valores de £ = 29 x 10° psi y & = 6.5 X 10%°F para el
acero. J i

Primero se determinan las reaccicnes en los sopartes. Como i ’
el problema es estaticamente indeferminado, se desprende la ba- LHH in, 13 i, —
rra de su apoyo en b y se le deja pasar por el cambio de tempe-
ratuga

Figura 2.37



7 Esfuerzoy deformacion. Carga axial
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Figura 2.38

AT = (~50°F) — (75°F) = —125°F

La deformacion correspondiente (figura 2.380) es

f

§; = a{ATML = (6.5 X 107%/°F)(~125°F){24 in.)

—19.50 % 107 in.

Aplicando ahora la fuerza desconocida Ry en el extremo B (fi-
gura 2.38¢), se utiliza la ecuacidn (2.8) para expresar 1a defor-
macidn correspondiente 5. Sustituyendo

Ly =1,=12in.
Ay = 06107 A, = 1.21in2
P =P, =R, E =29 % 10° psi

en la ecuacion (2.8}, se escribe

PL, P,
AE  AE

Ry (zzm. N 12111.)
29 X 10%psi \0.6 in2  1.2in”
(1.0345 X 107%in/1b)R,

Sp =

it

Expresando que ia deformacion total de la barra debe ser cero
como resultade de las restricciones impuestas, se escribe

§=08r+ 8, =0
= —19.50 3 1077 in. + (1.0345 X 10~%in/1b)R; = 0

de lo que se obtiene

Ry = 18.85 % 10°1h = 18.85 kips

La reaccidn en A es igaal y opuesta.

Note que tas fuerzas en las dos porciones de la barra son P,
= P, = 18.85 kips; sc obtienen los siguientes valores de esfuerzo
en fas porciones AC y CB de la barra:

P, 1885 kips +31.42 ksl

O‘ = — = ——--:)ﬁ _ - R ’S]
A 0.6 in?

P, 18.85kips .

o, = — = ————— = #1571 ksi
A, 1.2 in.*

No puede enfatizarse demasiado el hecho de que, a pesar de
que la deformacion total de la barra debe ser cero, ya que las de-
formaciones de las porciones AC y CB no son cero. Una solucion
para el problema basada en la suposicidn de que estas deforma-
ciones soa cero seria equivocada. Tampoco puede suponerse gue
tos valores de 1a deformacion vnitaria en AC o en OB sean igua-
les a cero. Para ampliar este punte, delermine la deformacion
€4 en la porcidn AC de la barra. La deformacion €, puede di-
vidirse en dos partes: una es la deformacion rmica €7 producida
en la barra sin restricciones por el cambio de temperatura A, {fi-
gura 2.385). De la ecuacién (2.22) se escribe

i

o AT = (6.5 3 1075°F) —125°F)
= —812.5 ¥ 107% in/in.

€r

La otra componente de €, se asocia con el esfuerze o debido
a la fuerza R, aplicada a la barra (figura 2.38¢). De Ia ley de
Hooke, se expresa esta compenente de Ja deformacién come

o, 3142 X 10°psi

= = +1083.4 x 107"in/in.
E 29 X 107 psi

Sumando las dos componentes de la deformacion en AC, se ob-
tiene

ap 1a—6 2 100
€0 = €7 + e —812.5 X 107" -+ 1 083.4 X 10
= 4271 % 107%in/in.

Un célcalo similar da la deformacion de la porcién CB de Ja barra:

[} .
cop = &+ = 8125 X 1070 + 541.7 X 1076

2

t

= 27| x 10"%in/in.

Las deformaciones 8, y 8.5 de las dos porciones de la ba-
Ta s¢ expresan respectivamente come

Bac = €4c(AC) = (+271 X 1079)(i2in.)
+3.25 % 10 31n.

Sep = €cp(CBY = (—271 X 1079(121n.)

—3.25 X 107%in.

Puede asf verilicarse que, mientras que la suma 6 = 8uc + 8
de las dos deformaciones es cere, ninguna de ellas es cero.
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La varilla CE de 1 in. de didgmetro y la varilla DF de 3 in. de didmetro estdn unidas
a la barra rigida ABCD como se muesira en la figura. Sabiendo que las varillas son
de aluminio v utilizande £ = 10.6 X 10° psi, determine «) la fuerza en cada varilla
causada por la carga mostrada, b) {a deflexidn correspendiente en el punto A.

fgtdtien. Considerando el cuerpo libre de la bamra ABCD, se advierte que la
reaccién en B y las fuerzas ejercidas por las varillas son indeterminadas. Sin em-
bargo, utilizando la estdtica, puede escribirse

+R 2 My =0 (10kips){18in.) — Feg{12in.) — Fpe(20in) = 0
12F g + 20Fpp = 180 (1)

efria. Deqpuéﬂ de la aplicacidn de la carga de 10 kips, la posicién de la
barra es A'BC'D'. De los tudnvulos semejantes BAA', BCC' y BDDY', se tiene que
8¢ 8

= b = 0.65 2
12in. ~ 20in. € o 2)

%l

A 61)
18 1n. 20 1n.

5, = 0.95, 3)

Feeler Foplipr

8 —_——— M 5 et
C AngE D ALE

Sustituyendo 8. v 8, en la ecuacidn (2}, se escribe

5. = 0.65 FCELCEzoéFDFLDF
©oe AccE 7 ApeE

1 el
301 7 n.y
- 0_6( 1. )(4 7l in. )} Fpe  Fop = 0.333F,,

24in. /Lt w3 in)?

Fuerza en cadsa - Sustituyendo F; en la ecuacidn (1) v teniendo en
cuenta que todas las fuerzas se han expresado en kips, se tiene que

12(0.333F,¢) + 20F e = 180 Fpr =
Feg = 0.333F,p = 0.333(7.50 kips) Feg

La deflexion del punto D es

Forlpr 7.50 % 107 1b)(30 in. .
5, = D 1)1:‘( S )( : ) 5, = 480 X 10%n
Aprl (3 in){10.6 X 10° psi)
Utilizando ia ecuacion (3), se tiene

8, = 0.98, = 0.9(48.0 » 107 in.)




‘ 045 o8 PROBLEMA MODELD 2.4
e (.41 111%’( .3 m-]

La barra rigida CDE estd unida a un apoyo con pasador en E vy descansa sobre ¢l ¢i-
lindro de latén de 30 mm de didmetro BD. Una variila de acero de 22 mm de did-
metro AC pasa a través de un agujero en {a barra y estd asegurada por una tuerca que
se encuentra ajustada cuando todo el ensamble se encuentra a 20°C. La temperatura
detl cilindro de latén se eleva entonces a 50°C mientras que la varilla de acero per-
manece a 20°C. Suponiendo que no habia esfuerzos presentes antes del cambio de
temperatura, determine el esfuerzo en el cilindro.

0.9 m

Varilla AC: Acero Cilindro By Latén
E = 200 GPa E = 105 GPa
- o= 11.7 X 107%°C a = 20.9 X 107%°C
SOLUCION

Estatica. Considerande el cuerpo libre del ensamble completo, se tiene que
HREM, =0 Ry0.75m) — R (03 m) =0 R, = 04R; (13

Deforaaciones.  Se utiliza el método de superposicidn, considerando a R,
como redundante. Con el apoyo en B retirado, la elevacidn de temperatura en el ci-
lindro provoca que el punto B se mueva hacia abajo 8. La reaccidn Ry debe causar
una deflexidn 8, igual a &, para que la deflexién final de B sea cero {figura 3).

4 Deflexidn 8, Debide a la elevacion de temperatura de 50°—20° = 30°C, la

03m longitud del cilindro de iatén aumenta en 8.

8 = L{AT)a = (0.3 m)(30°C)(20.9 X 107%°C) = 1858.1 x 107 m |

_03
0.75

5o = 048

rSCI

Deflexion &, Se advierte que 8, = 0.4 8.y que 8, = 8, + Sz
R,L R {0.9m)

B =" 0 =] 5 = 11.84 X 10798, 1
AE 1 7{0.022 m)y{200 GPa
b

0405 = 0.4(11.84 X 107°R,) = 4,74 x 107°R, ]
5 Ryl Rp(0.3 m)
FPTAE T 14(0.03 mY¥(105 GPa)

It

3p

= 4.04 % 107°R, 7

De la ecuacion (1) se tiene que R, = 0.4 Ry y se eseribe

8, = 8, + By = [4.74(04R,) + 4.04R,1107° = 5.94 X 107°R, T

Perc §; = &, 188.1 X 107m = 5.94 X 107°R, Ry = 317 kN

Ry 317N

Esfirerzo en ef cilindro: o, = = oy = 44.8 MPa <
A 5w(0.03)



En el ensamble que se muestra en la figura se aplican fuerzas cenfradas
de compresién de 40 kips en ambos extremos por medio de placas rigidas. Si se sabe
que E, = 20 % 10° psi v E, = 10.1 > 10° psi, determine a) los esfuerzos normales
en el micleo de acero y en la coraza de aluminio, &} la deformacion del ensamble.

2, La longitud del ensamble disminuye 0.006 in. cuande se aplica en los ex-
tremos una fuerza axial por medio de placas rigidas. Determine a) la magnitud de la
fuerza aplicada, b) el esfuerzo correspondiente en el niicleo de acero,

Z.35  Una fuerza axial centrada de magnitud P = 450 kN se aplica al bloque
compuesto mostrado en la figura por medio de una placa rigida. 51 se sabe que /i =
10 mm, determine el esfuerzo normal en «) el niicleo de latdn, b) las placas de alu-
inio.

2.38  Para el blogue compueste mostrado en el problema 2.35, determine a) el
valor de / si la porcidn de la carga soportada por las placas de aluminio es la mitad
de la porcién de la carga soportada por el ndcleo de laton, b) la carga total si el es-
fuerzo en ¢l latén es de 80 MPa.

2,47 El poste de concreto de 1.5 m estd reforzado con seis barras de acero,
cada barra con didmetro de 28 mm. Si se sabe que £, = 200 GPa y E, = 25 GPa,
determine los esfuerzos normales en el acero y en el concrete cuando se aplica al
poste una carga centrada axial P de 1550 kIN.

Nicleo de laton
(E = 103 G}

o n
Placas de aluminio pr

(B =70 GPa) |

300 wm

Nicleo de acero /

E =29 % 10°%psi

Coraza de latdn
B = 15 % 105 psi

1Zin.

ELRTHY

I

Figura P2,34 Figura P2.35

Coraza
de aluminio

2.5 i

Figura P2.33

Placa rigida

w]/em’enm

Niicleo
de acero

450 mm

Figura P2.37



Esfuerzo y deformacién, Carga axial

Dimensiones en mmn

Didmetro 40 mm  Didmetro 30 mm
Figura P2.39

|

300 mm

D

P

=

A00 1

Figura P2.41

ay

2,38 Para el poste del problema 2.37, determine la carga centrada maxima que
puede aplicarse si el esfuerzo normal permisible es de 160 MPa en el acero y de 18
MPa en ¢] concreto.

2.3%  Dos varillas cilindricas, una de acero v la otra de latén, se unen en 'y
estan resiringidas por soportes rigidos en A y en E. Para la carga mostrada y sabiendo
que E; = 200 GPa y £, = 105 GPa, determine a} las reacciones en A y en F, b) la
deflexién del punto €.

2,44  Resuelva el problema 2.39 suponiendo que la varilia AC estd hecha de
latén y la varilla CE es de acero.

241  Tres varillas de acere (E = 200 GPa) soportan una carga P de 36 kN,
Cada una de las varillas AB y CD tiene un drea de seccidn transversal de 200 num?,
y la varilla £F tiene un drea de seccién transversal de 625 ma’. Determine «) el cam-
bio de longitud en la varilla EF, &) e esfuerzo en cada varilla.

2.42  Un tubo de aluminio (E == 7) GPa) con longitud de 250 mm, didgmetro
exterior de 36 mm y didmetro interior de 28 mm puede cerrarse en ambos exiremaos
por medio de tapas roscadas de hiio sencillo a un paso de 1.5 mm. Con una tapa com-
pletamente enroscada, en ¢l interior del tubo se coloca una varilla de latén sélido
(£ = 105 GPa) de 25 mm de didmetro y después se enrosca la segunda tapa. Como
la varilla es ligeramente mds farga que e tubo, se observa que la tapa debe forzarse
contra la varifla girdndola un cuarto de vuelta antes de que pueda estar enroscada por
completo. Determine ) el esfuerzo normal promedio en el tubo y en la varilia, b) las
deformaciones del tubo v de la varilla.

36 mm 28 mm

YT
25 mm | | |

e BR0 mm

Figura P2.42

2.43 Un wbo de acero (E, = 29 X 10° psi) con didmetro exterior de 13 in. y
espesor de pared de § in. se coloca en una prensa ajustada de tal manera que sus gui-
Jadas apenas tocan los extremos del tizho sin ejercer presidn sobre ellos. Entonces las
dos fuerzas mostradas se aplican al tubo. Luego de aplicar estas fuerzas, 1a prensa se
ajusta para disminuir la distancia eatre sus quijadas en 0.008 in. Determine @) las
fuerzas ejercidas por la prensa sobre el tubo en 4 y en D, b) el cambio de longitud
en la porcién BC del tubo,

3 in——t=—3 in. —

|

‘<—3 in.——f—

A D

Figura P2.43

Z.44  Resuelva el problema 2.43 suponiendo que, fuego de aplicar las fuerzas,
la prensa se ajusta para disminuir la distancia entre sus quijadas en 0.004 in,



2.45 Las varillas de acero BE y CD tienen, cada una, un didmetre de § in.
(E = 20 x 10° psi}. Los extremos se encuentran roscados a un paso de 0.1 in. Sa-
biendo que después de ajustarse la tuerca en B se aprieta una vuelta completa, de-
termine a) la tensién en la varilla CD, b) la deflexion del punto C del elemento ri-
gido ABC.

H
i

Figura P2.45

G 75—

2.46 La barra rigida AD estd soportada por dos alambres de acero de 7 in. de
didmetro (E = 29 X 10° psi) y por un pasador y una ménsula en D. Si se sabe que
los alambres originalimente estaban tensos, determine «a) la tensién adicional en cada
alambre cuando una carga P de 220 Ib se aplica en D, b) la deflexidn correspondiente
en e} punto D.

2,47 Lacoraza de laton (o, = 11.6 X 107%°F) estd unida por completo al ni-
cleo de acero (o, = 6.5 X 107%°F). Delermine el incremento méxime permisible en
temperatura si el esfuerzo en el nicleo de acero no debe exceder de 8 ksi.

2.45 El ensamble mostrado en fa figura consta de una coraza de aluminio
(£, = 70 GPa, e, = 23.6 » 107%°C) unida por completo & un nicleo de acero
(E, = 200 GPa, o, = 11.7 X 107%°C} y se encuentra sin esfuerzos a una tempera-
tura de 20°C. Considerando sélo deformaciones axiales, determine el esfuerzo en Ia
coraza de aluminic cuando la temperatura alcanza 1830°C,

~

200 mim

20

A
= LA
A TSELA Nucleo

p
30 mm J / de acero

-

Coraza de aluminio

Figura P2.48

£.4%9  Resuelva el problema 2.48 suponiendo que el nicleo estd hecho de latén
(£, = 105 GPa. o, = 20.9 X 107%°C).
2.50  Un poste de concreto de 4 ft estd reforzado con cuatro varillas de acero,
cada varilla tiene § in. de didmetro. Si se sabe que E, =29 x 10% psi,
a, =65 X 0% FyFE =36%10°psiy a, =55 % 107%°F, determine los es-
fuerzos normales que se inducen en el acero y el concreto por una elevacién de 80°F
en la femperatura.

Problemas

. | . . .
L— 12 in—~<12 in.—~— 12 in.—

Figura P2.46

Niiclen de :wem/

E =329 % 10%psi

Coraza de latén
Eoe 5 x 108 psi

Figura P2.47

. : ”/g in.
8 in.
Figura P2.50

i



@
Dt

Esfuerzo y deformacian. Carga axial

By

2,57 Una via de acero para ferrocarril (£, = 29 X 10° psi, o, = 6.5 X 107%°F)
fue tendida a una temperatura de 30°F. Determine ¢ esfuerzo nozmal en los rieles
cuando la temperatura alcance los 1257F, suponiendo que los rieles ¢} estdn solda-
dos para formar una via continua, b) tienen 39 It de longitud con separaciones de i
in. entre ellos.

£.52 Una varilla de dos porciones cilindricas AB y BC estd restringida en am-
bos extremos. La porcidn AR es de acere (F, = 29 X 10° psi, a, = 6.5 X 107%°F)
y la porcién BC de latén (£, = 17 X 10° psi, , = 10.4 X 107%°F}. Si se sabe que
{a varilla se encuentra inicialmente sin esfuerzos, encuentre a) los esfuerzos norma-
les inducidos en las porciones AB y BC por una elevacidn de 65°F en la temperatura,
b) ta deflexién correspondiente del punto B.

12 — 1% in. de didgmetro
12in ¥ :
n B
L 317 in. de didmetro
15 in.
. (T
Figura P2.52

2.53  Una varilla de dos porciones cilindricas AB y BC estd restringida en am-
bos extremos. La porcién AR es de latén (E, = 105 GPa, o, = 20.9 X 107%°C) y la
porcién BC de aluminio (£, = 72 GPa, &, = 23.9 % 107%°C). i se sabe que ia va-
rilla estd inicialmente sin estuerzos, determine a) los esfuerzos normales inducidos
en las porciones AB y BC por una elevacién de 42°C en la temperatura, &} la defle-
xi6n correspondiente del punto B.

— 60 mm de didmetro

al

=40 v de didimetro

Figura P2.53

2.54 En el problema 2.42 determine el esfuerzo normal promedio en e} tubo
y la varilia, suponiendo gque la temperatura era de 15°C cuando las tapas se co-
menzaron a enroscar y la temperatira final fue de 55°C. (Para el ahuninio,
o = 23.6 X 10%°C: para el lalén, o = 20.9 X 10%°C))



2.5% A la temperatura ambiente (20°C) hay un espacio de 0.5 mm entre los
extremos de las varillas mostradas en {a figura. Posteriormente, cuando la tempera-
tura alcance los 140°C, determine ¢} el esfuerzo normal en la varilla de aluminio, »)
el cambio de loungitud de la varilla de aluminio.

2.56  Sabiendo que exisle una separacidn de 0.02 in. cuando la temperatura es
de 75°F, determine &) la temperatura a la que el esfuerzo normal de la barra de alumi-
nio serd igual a — 11 ksi, b) la Tongtiud exacta correspondiente de la barra de aluminio.

.02 in.
*}i ’47 14 in.

| 18 in. i

Alominio
. 2
A=28n~

Bronee
A=24in®
E=15x 108 }{)51' I
a=19x 107YF o =129X 10
Figura P2.56 y P2.57

106 % 1.0“%351
e

257 Determine «) la fuerza de compresion en las barras mostradas luego de
una elevacion de 180°F en la temperatura, b) el cambio correspondiente en la longi-
tud de 1a barra de bronce.

2.58 Tyos barras de acero (E, = 200 GPa y e, = 11.7 % 107%°C) se emplean
para reforzar una barra de laién (£, = 105 GPa y a, = 20.9 % 107%°C) que estd
sujeta a una carga P = 25 kIN. Cuando se fabricaron las barras de acerc, la distancia
entre los centros de los agujeros que debian ajustarse a los pasadores se redujo 0.5
mm en relacién con los 2 m que se necesitaban. Debido 2 ello las barras de acero se
colocaron en un hommo para aumentar su Iongitud con el fin de que se ajustaran a los
pasadores. Después de este proceso, 1a temperatura de las barras de acero se redujo
a la temperatura ambiente. Determine a) el incremento necesario en la temperatura
para que la barra de acero se ajustara a los pasadores, b) el esfuerzo en la barra de
latén despuds de aplicarle carga.

Acern

Latén

}\(.t(;‘l'()
40t
Figura P2.58

258 Determine la carga médxima P que puede aplicarse a la barra def problema
2.58 si el esfuerzo permisible en las barras de acero es de 30 MPa v en la barra de
latén es de 25 MPa.

2.60 Una varilla de aluminio (E, = 70 GPa, a, = 23.6 X 107%°C) y un es-
labon de acero (F, = 200 GPa. @, = 1.7 X 107%°C) tienen las dimensiones que se
muestran en la figura a una temperatura de 20°C. El eslabon de acero se calienta
hasta que la varilla de aluminio cabe con libertad en él. La temperatura de todo el
ensamble se eleva entonces a 150°C. Determine &) el esfuerzo normal final en Ia va-
rilta, b) y en el eslabin,

Problemas 5‘:5

(.5 mm

300 i ——ee| e 250 rum ——

I

Acero inoxidable
A = 2000 mm? A = 800 mm®
E="75GPa F o= 190 CGPa
a =23 107%C  a=173%107%C

Aluminio

Figura P2.55

Dimensiones en mm

015
;

Seceidn A-A

Figura P2.60
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Figura 2.40

i N
by !

En la seccion anterior de este capitulo se estudié que cuando una barra es-
belta homogénea se carga axialmente, el esfuerzo y la deformacion unitaria
resultantes satisfacen la ley de Hooke, siempre y cuando no se exceda el li-
mite eldstico del material. Suponiendo que la carga P esta dirigida a lo lar-
eo del eje x (figura 2.39a), se tiene que o, = P/A, donde A es ¢l drea de la
seccidn transversal de la barra. Por fa ley de Hooke,

€. = o/F (2.24)

donde E es el mddulo de elasticidad del material.

También se advierte que los esfuerzos normales de las caras perpendicu-
lares a los ejes y y z son cero: o, = ¢, = 0 (figura 2.39b). Pareceria l6gico
concluir gue las deformaciones correspondientes €, ¥ €. también son cero.
Esto, sin embargo, ne es ¢l caso. En todos los materiales de ingenieria, la
elongacion que produce una fuerza axial de tension P en la direccién de
la fuerza se acompafia de una contraccidn en cualquier direccidn transversal
(figura 2.40).7 En esta seccién y en las siguientes (secciones 2.12 a 2.15),
se supondrd gue todos los materiales considerados son homogéneos ¢ isotrd-
picos, es decir, se supondrd que sus propiedades mecdnicas son indepen-
dientes tanto de la posicidn como de la direccidn. Esto significa que ia de-
formacion unitaria debe tener el mismo valor para cualguier direccion
transversal. Por lo tanto, para la carga mostrada en la figura 2.39 debe tener-
se que €, = €,. Bste valor se concce como deformacicn lateral. Una cons-
tante importante para un material dado es su relacidn de Poisson, llamada as
en honor al matemadtico francés Siméon Denis Poisson (1781-1840), y que
se denota con la letra griega v (). Se define como

St deformacidn unitaria lateral (2.25)
v o= e 22
deformacidn Gnitaria axial

para la condicidn de carga representada en la figura 2.39. Note el uso de un
signo menos en las ecuaciones anteriores para obtener un valor positivo de
v, las deformaciones axiales y laterales de todos los materiales de ingenieria
tienen signos opuestos. Resolviendo la ecuacién 2.26 para enconirar €, y €.,
y utilizando la ecuacién (2.24), se escriben las signientes relaciones, que des-
criben completamente las condiciones de deformacion bajo una carga axial
aplicada en una direccién paralela al eje x:

227

1 Seria tentador, pero igualmente erréneo. suponer que el volumen de fa varilla permanece sin
cambic como resultado del efecto combinade de la deformacidn axial y de la contraccion transver-
sal (véase seccidn 2.13).

i Sin embargo, algunos materiales experimentaleg, como las espumas poliméricas, se expanden
lateralmente cuando se estiran. Como las deformaciones axial y lateral tienen el mismo signo, la re-
lacién de Peisson de estos materiales es negativa. {Véase Roederic Lakes, “Foam Structures with a
Negative Poisson’s Ratio™, en Science, 27 de febrero de 1987, volumen 235, pp. 1038-1040}



Sc observa que una varilla de 500 mm de longitud y 16 mm de
didmetro, elaborada con un material homogéneo e isotrépico, au-
menta su longitud en 300 pm y reduce su didmetro en 2.4 pum al
sometérsele a una carga axial de 12 kN, Determine el mdédulo de
elasticidad y la relacién de Poisson del material.

d= 16 mm

bi)

== 2.4 um

Figura 2.41

El drea de la seccion transversal de la varilla es
A=art=7(8 X 1079m)* = 201 X 107°m?

Eligiendo el eje x a lo largo del eje de la varilla {v€ase figura
2.41), se tiene que

P 12 %X 10° N

O, == s = 59.7 MPa
A 201 X 107° m”
4. 300 pm
e = 2= 2P 600 % 107
L 500 mm
6, —24aum
== T = (50 X 1070
STy 16 mm
De la ley de Hooke, o, = Ee,, se obtiene
G 59.7 MPe
=S 22 2 995 GPa
€, 600 x 107
y de la ecuacidn (2.26),
£ —150 % 107°
Y= e w e = (.25

Tedos los ejemplos considerados hasta el momento en este capétulo haa tra-
tado con elementos esbeltos sujetos a cargas axiales, es decir, con fuerzas di-
rigidas a lo largo de un solo gje. Eligiendo este gje como el eje x, y denotan-
do con P la fuerza nterna en un lugar dado, las componentes correspondientes

de los esfuerzos fueron o, = P/A, o, = 0y o, = 0.

Considere ahora elementos estructurales sometidos a cargas que actiian
en las direcciones de los tres gjes coordenados y que producen esfuerzos nor-
males o, o, ¥y 0, todos distintos de cero {figura 2.42). Esta condicién se co-
noce como carga rmultioxial. Advierta que ésta no es la condicidn generali-
zada de esfuerzos descrita en la seccién 1.12, va gue no se incluyen esfuerzos

cortantes entre los esfuerzos mostrados en la figura 2.42.

Figura 2.42

om
i
Ehad
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Figura 2.43

Sea un elemento de un material isotrépico con forma ciibica (figura
2.43a). Puede suponerse que el lado del cubo sea igual a la unidad, ya que
siempre es posible seleccionar el lado del cubo como una unidad de longi-
tud. Bajo la carga multiaxial determinada, el elemento se deformard hasta
coastitwir un paralelepipedo rectangular de lados iguales 1 + e, | + ¢, ¥
I + €, donde €, €, y €, son os valores de la deformacién normal en las di-
recciones de los tres ejes coordenados (figura 2.435). Deberd advertirse que,
como resuliadoe de las deformaciones de los otros elementos del material, el
elemento en consideracion también puede sufrir una traslacién, pero en este
momento solo interesa la deformacion real del elemento, y no cualguier po-
sible desplazamiento del cuerpo rigido.

Para expresar las componentes de fa deformacion €,, €, €, en términos
de fas componentes del estuerzo o, o,. o, se considerard por separado el
efecto de cada componenie de esfuerzo y se combinardn ios resultados obte-
nidos. El enfoque que se propone utilizar aqui se empleard repetidamente
en este libro, y se basa en el principio de superpasicion, el cual dice que el
efecto de una carga combinada dada sobre una estructura puede obtenerse
determinando, en forma separada, los efectos de las distinias cargas y com-
binande los resultados obtenidos, siempre que se cumplan las siguientes con-
diciones:

I. Cada efecto estd linealmente relacionado con Ia carga que lo pro-
duce.

2. La deformacion resultante de cualquier carga dada es pequefia y no

afecta las condiciones de aplicacidn de las otras cargas.

En el caso de upa carga multiaxial, Ia primera condicidn serd satisfecha
si los esfuerzos ne exceden el limite de proporcionalidad del material, y la
scgunda condicién también se cumpliré si el esfuerze en cualguier cara da-
da no causa deformaciones en las otras que sean lo suficientemente grandes
para afectar el céleulo de los esfuerzos en esas caras.

Considerando primero el efecto de la componente de esfuerzo o, recuer-
de de la seccién 2.11 que o, causa una deformacidn igual a o /E en la di-
reccion de x y deformaciones iguales a —wor /F en las direcciones v y z. De
manera similar, si la compoenente o, se aplica por separado, causard una ce-
formacién o, /E en la direccién y y deformaciones —vo,/E en las otras dos
direcciones. Finalmente la componente o, si se aplica por separado, ocasio-
nard una deformacion unitaria o /E en la direccién z y deformaciones —vo /E
en las direcciones x y y. Combinando los resultados obtenidos, se concluye
que las componentes de deformacion corresponcientes a la carga multiaxial
dada son




Las relaciones (2.28) se conocen como la ley de Hooke generalizada pa- 213 Dilatacidn. Médulo devﬁlﬁ:]g:ig a7

ra la carga multiaxial de un material isotrdpico homogéneo. Como ya se in-
dico, los resultados obtenidos son validos sélo si los esfuerzos no exceden el
limite de proporcionalidad, y en tanto las deformaciones involucradas sean
pequefias. Ademds, recuerde que un valor positivo para una componente de
esfuerzo significa tensién, y un valor negativo significa compresion. De igual
manera, un valor positivo para una componente de deformacion indica
expansion en la direccidn correspondiente, v un valor negative indica con-
{raccion.

El bloque de acero que muestrza la figura 2.44 es sometido a pre- a} Cambio de longliud de los olros bordes. Sustitu-
sién uniforme en todas sus caras. Sabiendo que el cambio de  yendo o7, = o, = o, = —p en (2.28), se encuentra que las tres

longitud del borde AB es de —1.2 X 107" in., encuentre @) el componentes de deformacidn tienen el valor comiin
cambio de longitizd en los otros dos bordes, 5) la presion p apli-
ada - " - 6 nei o
Cddaoavglas caras del Dbloque. Suponga £ = 20 X I0%psi ¥ = =& = ,%(1 - 2p) (2.29)
o= LS ’ N

Ya que
€, = 8/AB = (—1.2 X 1077 in.}/(4 in.)
= =300 X 107%in./in.
se cbtiene

€, = € = ¢, = —300 x 107%in/in.

de donde se sigue que

8, = €{BC) = (=300 X 1072 in.) = —600 X 107%in.
4 in. 8. = e(BD) = (—300 X 107%)(3in.) = —900 x 10~ %in,
#1} Prasion. Despejando la ecuacidén (2.29) para encontrar

Figura 2.44 d
77, se tiene que

B Ee, (29 X 10° psi)(--300 % 107%)
P=r oo T |~ 0.58

p o= 20.7ksi

En esta seccidn se examinard el efecto de los esfuerzos normales o, 7, y o
sobre el volumen de un elemento de material isotropica. Considere el ele-
mento mostrado en la figura 2.43. En su estado no esforzado, tiene la forma
de un cubo de volumen wmitario, v bajo los esfuerzos &, o, o, se deforma
en un paralelepipedo rectangular cuyo velumen es: '

v+ e+ el +e)

Como ias deformaciones €, €, €. son mucho mis pequefias que la unidad,
stes productos son mis pequeiios adn y pueden omitirse en Ia expansion del
producto. Se tiene, entonces,

v=1+e¢€ +¢€ +e
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Denotando con ¢ el cambio de volumen de nuestro elemento, se tiene

e=v—1=1+¢e+tet+e 1

=g + EJ,'_+ €, (2.30)
Como el elemente tenia originalmente un vohumen unitario, la cantidad e re-
presenta el cambio de volumen por unidad de volumen y se conoce como di-
latacion del material. Sustituyendo €, €, y €, de las ecuaciones (2.28) en Ia
ecuacidn (2.30), se tiene que

o, to,+o, 2w, +o,+o)

(23D

Un caso de interés especial es el de un cuerpe sujeto a una presién hi-
drostitica uniforme p. Cada una de las componentes de esfuerzo es igual a
—p vy la ecuacidn {2.31) da

o 3(1 - 2p) 032
e = z 7 2.32)
Introduciendo la constante
k= 2.33
3= 2e) (2.33)
se escribe la ecuacidn (2.32) en la forma
L
o=k (2.34)

La constante & se conoce como el mddule de elasticidad volumétrico o md-
dulo de compresibilidad del material, y se expresa en las mismas unidades
que el médule de elasticidad E. es decir, en pascales o en psi.

La observacion y el seatido comdn indican gque un material estable so-
metido a presion hidrestitica sélo puede disminuir en volumen; por 1o tan-
to, la dilatacion ¢ en la ecuacidn (2.34) es negativa, de lo que sigue que el
modulo £ es una cantidad positiva. Con base en la ecuacion (2.33), se con-
cluye que 1 — 2v > 0, o que ¥ < 4. Por otro lado, recuerde que en la sec-
cidn 2.11 se anotd que v es positiva para todos los materiales de ingenieria.
Se concluye, pues, que para cualquier material de ingenieria,

0<v< (2.35)

bt

Se advierte que un material ideal con un valor de v igual a cero podsia esti-
rarse en una direccion sin ninguaa contraccidn lateral. Por otra parte, un ma-
teriai ideal para el que v = % y por lo tanto k = oo, serfa perfectamente in-

T Ya que la dilatacion ¢ representa un cambio de volumen, debe ser independiente de la orienta-

cién del elemento considerado, Se deduce de las ecuaciones (2.30) y (2.31) que las cantidades
€, T € TEY O, + o, T o, son ambién independientes de la ovientacion del elemente. Esta pro-
piedad se verificard en el capiio 7.



compresible (¢ = 0). Con referencia a la ecuacion 2.31 también se advierte
que, ya que ¥ < 3 en el rango eldstico, el estirar un material de ingenieria
en una direccion, por ejemplo en la direccién x (o, > 0,0, = o, = (), re-
sultarfa en un incremento de su volumen (¢ > 0).7

2.14 Deformacion unitaria cortante éigu

Determine ef cambio de volumen AV del blogue de acero que se  Ya que el volumen V del blogue en su estado inicial es
muesira en la figura 244, cuando se somete a la presidn hidros-
tética p = 180 MPa. Considere £ = 200 GPa y v = (.29,

De la ecuacién (2.33) se determina el madulo de elasticidad
yolumétrico el acero,

¥ = (80 mm {40 mm}(60 mm) = 192 > 10° mm®

v dado que ¢ representa el cambio en el volumen por unidad de

v £ 200 GPa

T3 —2v) 3(L - 0.58)
y de la ecuacién (2.34), 1a dilatacion,

P 180 MPza

= 134 X 107
ko 158.7GPa 1

¢ =

— — 1587 GPa volumen, e = AV/V, se tiene que

AV = eV = (—1.134 ¥ 1079)(192 x 10° mm®)

AV = —218 mm®

FOBMACION UNIT

1& CORTANTE

Cuando en {a seceidn 2.12 se dedujeron las relaciones (2.28) entre fos esfuer-
zos normales y las deformaciones normales en un material isotrdpico home-
géneo, se supuso gue no habia esfuerzos cortantes involucrados. En la situa-
cidn mds general de esfuerzo representada en la figura 2.45, los esfuerzos
cortantes Ty, T,, ¥ 7., estardn presentes (asi como, desde luego, los esfuer-
z0$ corlantes correspondientes 7. 7, ¥ 7). Estos esfuerzos no tienen un
efecto directo sobre las deformaciones normales ¥, mientras todas las defor-
maciones involucradas permanezean pequeflas, no afectardn la deduccidén ni
la validez de las relaciones (2.28). Los esfuerzos cortantes, sin embargo, ten-
derdn a deformar un elemento cibice de material hacia fa forma de un para-
lelepipedo oblicuo.

Figura 2.45

1 Sin embargo, en el rango plastice, el volumen del material permanece casi constante,
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Figura 2.46

Figura 2.47

Considere primero un elemento ctbico de lado uno (véase figura 2.46)
sometido solo a esfuerzos cortantes 7, y 7,, aplicados a las caras del elemen-
to respectivamente perpendiculares a los ejes x y y. (De la seccién 1.12, re-
cuerde que 7, = 7,..) Se observa que el elemento se deforma en un romboi-
de con fados igua[és a uno (figura 2.47). Dos de los dngulos formados por
las cuatro caras bajo esfuerzo se reducen de § a 5 — v,,, mientras gue los

W, T

otros dos aumentan de 5 a 5 + v,,. El pequefio dnguio v, (expresado en ra-
dianes) define la deformacicn a cortante que correspondé a las direcciones
X y v. Cuando la deformacion involucra una reduccion del dngule formado
por las dos caras orientadas respectivamente hacia los ejes x y y positivos
(como se observa en la figura 2.47), se dice que la deformacién a corte y,,
es pasitiva; de lo contrario, se le considera negativa. '

Debe advertirse que, come resuitado de las deformaciones de otros ele-
mentos del material, el elemento considerado también puede experimentar
upa rotacion. Sin embargo, al igual gue en el estudio de las deformaciones
normales, aqui solo se abordard la deformacion real del elemento, ¥ no cual-
quier posible desplazamiento superimpuesto del cuerpo rigido.f

Graficando los valores sucesivos de 7, contra los valores correspondien-
tes de v, se obtiene el diagrama correspondiente esfuerzo-deformacion a
cortante para el material considerado. Esto puede llevarse a cabo realizando
un ensayo de torsidn, como se verd en el capitulo 3. El diagrama obtenido
es similar al diagrama esfuerzo-deformacion normal obtenido para el mismo
material a partir del ensaye de tensién va descrito en este capitulo. Sin em-
bargao, los valores obtenidos para Ia resistencia de cedencia, resistencia lti-
ma, etcétera, de un material dado sen aproximadamente la mitad de los va-
Iores en corte que sus equivalentes en tension. Como en el caso de los
estuerzos y deformaciones normales, la porcidn inicial del diagrama esfuer-
zo-deformacién a corte es una linea recta. Para valores del esfuerzo cortan-

7 Al definir la deformacidn ,, algunos autores suponen, en forma arbitraria, gue la deformacion
del elemento se acompafia de una rotacidn de cuerpo risido de tal manera gue las caras horizontales
del elemento no giran. La deformacion y,, se representa, entonces, por el dngulo a través del cual
fas otras dos caras han girado (véase figurs 2.48). Otros suponen una rotacién de cuerpo rigido tal
que fas caras horizontales giran iT'}’.\.), en sentido contrario a las manecillas del reloj ¥ las caras verti-
cales a través de 217{\._“ en senfido horario (véase figura 2.49). Como wmbas suposiciones son innece-
sarias ¥ pueden crear confusion, en este texto se ha preferido asociar la deformacion a corte Yy €O
el camnbin de dngule formado por las dos caras, mis que con la roracidn de wia cara dada en con-
diciones restrictivas.

Figura 2.48

Figura 2.49



te que no sobrepasan el limite de proporcionalidad a corte, se puede escribir
para cualquier material isotrdpico homogéneo,

Ty = Yy (2.36)

Esta relacién se conoce como la ley de Hooke para esfuerzo v deformacion
a cortante, y la constante G es el mddulo de rigidez 0 médulo de cortante
del material. Como la deformacion y,, se definid como un dngulo en radia-
nes, es adimensional, y el médulo G se expresa en las mismas unidades gue
T, €8 decir, en pascales o en psi. El médulo de rigidez G de cualquier ma-
terial dado es menos de la mitad pero mas de la tercera parte del modula de
elasticidad F de ese material.t

Considerando ahora un pegueflo elemento de material sometido a esfuer-
zos cortantes 7,y 7_, (figura 2.50a), se define la deformacion unitaria a cor-
te y,, como el cambio en ¢l dngulo formado por las caras bajo esfuerzo. La
deformacidn unitaria a corte ., se define de manera similar considerando un
elemento sometido a esfuerzos cortantes 7, y 7, (figura 2.505). Para los va-
lores de esfuerzo que no exceden el limite de proporcionalidad, pueden
escribirse las dos relaciones adicionales

TJ;-Z:-“;__";_ G’sz . T:-.,\' = G’.}’u— (237)

donde la censtante G es la misma que en la ecuacion (2.36),

Para la condicién general de estuerzo representada en la figara 2.45, y
en tanto ninguno de Ies esfuerzos involucrados exceda el correspondiente 1i-
mite de proporcionalidad, es posible aplicar el principic de superposicion v
combinar los resultados obtenidos en esta seccién v en !a seccion 2.12. Se
obtiene el siguiente grupo de ecuaciones que representan la ley de Hooke ge-
neralizada para un material isotrdépico homogéneo bajo la condicidon mds ge-
neralizada de esfuerzos.

_ vo, Ty Vo
“TF "E E
B o {2.38)
[ I
— l o 'T.?\’: . T:,L'
r}/.\"\‘ - G Y ™ G Y = G

Un andlisis de las ecuaciones (2.38} podrd conducir a pensar ¢ue prime-
ro deben determinarse, en forma experimental, tres distintas constantes, E, v
y G, si han de predecirse las deformaciones causadas en un material dado
por una combinacion arbitraria de esfuerzos. En realidad, solo dos de estas
constantes deben determinarse experimentalmente para cualguier material da-
do. Como se verd en la siguiente seccidn, la tercera constante puede obtener-
se mediante un cdlculo muy sencilio,

T Vease problema 2.91.

2.14 Deformacion unitaria cortanie

¥
x
a)
¥
x
L}
Figura 2.50
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Un bloque rectangular de material con un médulo e rigidez
G = 90 ksi se une a dos placas rigidas horizontales. La placa in-
ferior estd fija, mienteas que la placa superior se somete a una

fuerza horizontal P (figura 2.51). Sabieado que la placa superior
se mueve 0.04 in. bajo la accidn de la fuerza, halle &) la defor-
macion unitaria promedio a corte del material, b} la fuerza P ejer-
cida sobre la placa superior.

al [

!

forrnacion il

ia & corte. Se seleccionan ejes coorde-
nados centrados en el punto medio C del boide A8 y dirigidos co-
mao se muesira en la figura 2.52. De acuerdo con su definicion, fa
deformacidn unitaria bajo cortante vy, es igual al dngelo formado

por la vertical y par la ifnea CF que une los puntos medios de los Figura 2.51
bordes AB y DE. Advirtiendo que es un dngulo muy pequeiio y re-
cordando que debe expresarse en radianes, se escribe

b) Fuerza sfercida sobre la placs sup
terming el esfuerzo cortante 7,

La fuerza ejercida sobre la placa superior es, por lo tanto,

Vi ANy, =

T'\'_\' = G-}I.\'j’ =

(90 X 107 psi}(0.020 rad) =

.04 in.

2 in.

Ffon Primero se de-
- en el material. Utilizando la ley de
Hooke para el esfuerzo y la deformacién unitatia, se tiene que

1 800 psi

Yy = 0.020 rad

P=r, A=(1800psi)(8 ie.¥2.5in.) = 36.0 x 10°1b Figura 2.52

P = 36.0kips
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Figura 2.53

AMACIONES

EvyY &

2,15 ANALISIS
BAJO CARGA

En la seccién 2.11 se estudié que una barra delgada sometida a una carga
axial de tension P dirigida a lo largo del eje x se alargard en la direccidn x y
s¢ contraerd en ambas divecciones transversales v v z. 8i €, es la deforma-
cion axial, la deformacién lateral es expresada come €, = €. = —ve,, donde
v es la relacion de Poisson. Asi, un elemento en la forma de un cubo con un
lado iguai a uno y orientado como se muestra en la figura 2.53a se deforma-
rd como un paralelepipedo rectangular de lados 1 -+ e, 1 — ve, y 1 — ve
(Note que sdlo vna cara del elemento se muestra en la figura.) Por otra par-
te, si el elemento estd orientado a 45° de la carga, se observa que la cara mas-
trada en la figura se deforma como un rombo. Se concluye que la carga axial
P causa en este elemento una deformacidn cortante v’ igual a la cantidad por
la que cada uno de los dngulos que muestra la figura 2.535 awmenta o dis-
minuye.}

T Observe gue la carga P también produce deformaciones unitanias normales en el elemento que
se muestra en la figura 2.53k (véase problema 2.74).



El hecho de gue las deformaciones cortantes, ademds de las deformacio-
nes normales, resuiten de una carga axial no deberd sorprender, ya que al fi-
nai de la seccidn 1.i2 se ha observado que una carga axial P causa esfuer-
zos normales y cortantes de igual magnitil en cuatre de las caras de un
elemento crientado a 45° del eje del miembro cargado. Este caso se ilustrd
en la figura 1.40, la que, por conveniencia, se repite aqui. En ia seccion 1.11,
también se mostré que el esfuerzo cortante es maximo en un planc que
forma un dngalo de 45° con el eje de la carga. Se deduce de la ley de
Hocoke para los esfuerzos v deformaciones cortantes que la deformacion a
corte y'asociada con el elemento de la figura 2.53h eg también maxima:

Y= Y

a}

Figura 2.54

Mientras un estudic mds detallado de las transformaciones de 1a defor-
macién se pospondrd hasta el capitulo 7, en esta seccidn se deducird una re-
facién entre la maxima deformacion a corte v" = -y, asociada con el elemen-
to de la figura 2.53b v la deformacidn unitazia normal €, en la direccién de
la carga. Considere para este propdsito el elemento prismético obtenido de
intersectar el elemento ciibico de la figura 2.53a con un plano diagonal {fi-
sura 2.54a v b). Refiriéndose a la figura 2.53a, se concluye gque este nuevo
elemento se deformard como el elemento de la figura 2.54c, que tiene lados
horizontales vy verticales respectivamente igualesa 1 + €,y 1 — ve, Pero el
dngulo formado por las caras oblicuas y harizontales del elemento de la fi-
gura 2.54+k es precisamente la mitad de uno de los dngulos rectos en el ele-
mento clibico considerado en la figura 2.53b. El dngulo B en el que se de-
forma este dngulo debe ser, por lo tanto, igual a la mitad de /2 — y,. Se
escribe

Aplicande la formula para la tangente de la diferencia de dos &ngulos, se ob-
tiene

v Y Y
tan - — tan [ — tan—~
B 4 2 2
tan 3 = =
w Yo Y

I - tan —tan — 1 -+ tan —
1 tan 4 tan 5 1+ tan 5

2.15 Andlisis adicional de las deformaciones )3
bajo carga axial T

T

,.
AL
i

A

Figura 1.40 (repetida)



Esfuerzo y deformacion. Carga axial

0, como v,/2 es un dngulo muy pequefio,

| Yu
2
' F}IHI
1+ —
2
Pero, de la figura 2.54c, se observa que
. 1 — ve, (2.40)
anfP=——- 2.4
P 1+ e,

Igualando los miembros de la derecha de las ecuaciones (2.39) v (2.40}, v
despejando v, se tieng

(1 + ve,
’)f}“ T T mm—

1+ T e

Ya que €, << 1, el denominador en la expresion obtenida puede suponerse
igual a uno; se tiene, por lo tanto,

Yo = (1 + v)e, {(2.41)

que es la relacidn deseada entre la maxima deformacién unitaria a corte v,
v la deformacién axial €,

Para obtener una relacién entre las constantes £, » ¥ G. se recuerda que,
por la ley de Hooke, v, = 7,/G vy que, para una carga axial, e, = o /E. La
ecuacién (2.41) puede escribirse entonces como

T o
L g I+ i
c = Uty
8]
E . _
E“U+”g: (2.42)

De la figura 1.40, se sabe que o, = P/A y que 7, = P/2A, donde A es el
drea de Ia seccidn transversal del miembro. Por lo tamto, se tene que
o /T, = 2. Sustituyendo este valor en la ecuacién (2.42) y dividiendo am-
bos miembros entre 2, se obtiene la relacién

que puede usarse para determinar una de ias constantes £, v o G a partir de
fas otras dos. Por gjemplo, despejando G de la ecuacién (2.43), se tiene que

G- F (2439
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Los materiales compuesios reforzados con fibras se analizaron brevemente
en la seccidn 2.5, En ese momento se explicé gue estos materiales se obtie-
nen encapstlando fibras de un material resistente y rigido en un material mds
débil y blando, que se conoce como marriz. También se dijo gue la relacion
entre el esfuerzo normal y la comiente deformacién unitaria normal creada
en una ldmina o capa de un material compuesto depende de Ia direccién en
que se apiica la carga. Diferentes modulos de elasticidad E,, E, y £. se re-
quieren, pues, para describir la relacidon entre el esfuerzo normal y la defor-
macién normal, de acuerdo a si la carga se aplica en una direccion paralela
a las fibras, en una direccidn perpendicular a la capa, o en la direccidn trans-
versal.

Capa de

1‘nuteﬂ"ﬁi/ ; ;
. *\' ‘2&\__53:11'5;;1

Figura 2.55

Se considera de nuevo la capa de material compuesto analizada en la sec-
cion 2.5 v se le someterd a una carga uniaxial de tension paralela a sus fi-
bras, es decir, en la direccién x (figura 2.554). Para simpliticar el anélisis, se
supondra que las propiedades de las fibras v de la matriz han sido combina-
das en un material homogéneo ficticio equivalente que posee estas propieda-
des combinadas. Considere ahora un pequefio elemento de esa capa de ma-
terial combinado (figura 2.55b). Se denota con o, el esfuerzo normal
correspondiente y se observa que o, = o, = 0. Como se indic6 en la sec-
cion 2.5, la deformacién normal correspondiente en la direccidn x es
e, = o /E, donde E, es ¢l mddulo de elasticidad def material compuesto en
la direccion x. Came se vio para los materiales isotrépicos, {a elongacién del
material en la direccion x se acompaila de contracciones en las direcciones y
y z. Tales contracciones dependen de la colocacién de las fibras en la matriz
y generalmente serdn diferentes. Se deduce que las deformaciones laterales
€.y € también serédn diferentes, asf como también o serdn las relaciones de
Poisson correspondientes:

V., = —— y poo= = (2.44)

Observe que el primer subindice en cada una de las relaciones de Poisson en
tas ecuaciones (2.44) se refiere a la direccion de la carga, y el segundo a la
direccidn de la confraccion.

De lo anterior se deduce que, en el caso de una carga mudtiaxial de una
capa de material compuesto, pueden utilizarse ecuaciones similares a las ecua-
ciones (2.28) de la seccidn 2.12 para describir la relacidn esfuerzo-deforma-

216 Relaciones de esfuerzo-deformacion
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G  Esfuerzo y deformacion. Carga axial cion. En el presente caso, no obstante, se involucrardn tres valores dife-
rentes del madulo de elasticidad y seis valores de la relacidn de Poisson. Se

escribe
Ty PyaOy Val,
E,\' e T —
E, E, E
y,\\‘a—_\' O-\’ V:\'O_f
£, = —— + = - — (2.45)
g E, E, E.
e T ol
€, - — - R

E.  E L

Puede considerarse que las ecuaciones (2.45) definen la transformacion del
csfuerzo en deformacién para una capa dada. Se dedace de la propiedad ge-
nezral de dichz transformacion que los coeficientes de las componentes de es-

fuerzo son simétricos, es decir, que
y,\)' v iy :’/ Yo I ?}Z,\' v,\':
T I _ o (2.46)
E\' E\' E' 4; E.: E.\‘

¥

Hstas ecuaciones muestran que, aunque diferentes, las relaciones de Poisson
vy ¥ ¥y 1o son independienies. Cualquiera de ellas puede obtenerse de la
otra si los valores correspondientes del mddulo de elasticidad son conocidos.
Lo mismo es cierfo para v, y v, y para v, ¥ v...

Considere ahora el efecto de la presencia de los esfuerzos cortantes so-
bre las caras de un pequefio elemento de la capa combinada. Como se sefia-
16 en la seccién 2.14 en el caso de materiales isotrépicos, estos esfuerzos vie-
nen en pares de vectores iguales y opuestes aplicados a lados opuestos del
elemento dado y no tienen efecto sobre las deformaciones normales. Por lo
tanto, las ecuaciones (2.45) permanecen vilidas. Sin embargo, los esfuerzos
corlantes, creardn deformaciones a corte que se definen por ecuaciones simi-
lares a fas Gltimas tres de las ecuaciones (2.38) de la seccidn 2.14, excepto
gue ahora deben utilizarse tres diferentes valores del médulo e rigidez, G,
G,. v G.. Se tiene que '

’T‘\;‘: Tz

= e e = e 2.47
Vo G., Yy G, Vax G.. (2.47)

El hecho de que las tres componentes de deformacidn e, €, y €. se ex-
presen sélo en términoes de los esfuerzos normaies v no dependan de caales-
quiera de los esfuerzos cortantes, caracteriza a los materiales oriotrdpicos y
Ios distingae de otros maleriales anisotrépicos.

Como se vio en la seccidén 2.5, un laminado plano se obtiene superpo-
niendo un clerto niimero de capas o liminas. Si las fibras en todas las capas
reciben la misma orientacidn para resistiv mejor una carga axial de ension,
el laminado mismo serd ortotrdpico. Si la estabilidad lateral del laminado se
incrementa colocando algunas de sus capas de tal manera que sus fibras es-
tén en dngulo recto con las fibras de las otras capas, el laminado resultante
también serd ortotropico. Por otra parte, si alguna de las capas de un lami-
nado se coloca de tal manera que sus fibras no sean ni paralelas ni perpen-
diculares a las fibras de ias otras capas, el laminado, en general, no serd or-
totrépico. ¥

7 Para mds informacion sebre materiales compuestos reforzados con fibras, véase Hyer, M. W.,
Stress Analdysis of Fiber-Reinforced Composite Materials, McGraw-Hill, Nueva York, 1998,



Un cobo de 60 mm, elaborade con epdxico reforzada con fibras
de grafito con las fibras alineadas en la direccidn x, se sujeta a una
carga compresiva de 140 kN en la direccidn x. Las propiedades

del materiﬂ compuesto son: £, = 1550 GPa, E, = 12.10 GPa,
E =1210GPa, v, = 0248, v, = 0248 y »,, = (.458. Encuen-
tre loq cambios en las dimensiones del cube, sabiendo que a} el
cubo es libre de expandirse en las direcciones y y z (figura 2.56);
D) el cubo es libre de expandirse en la direccidn z, pero estd res-
tringido de expandirse en la direccidn y por dos placas fijas sin
friceién (figura 2.57}.

al Libre en las direccionss v v 2. Primero se determina el
esfuerzo o en la direccion de la carga. Se tienc que
P — 140 % 10° N

== - = 3889 MPa
T T4 T 0060 0060 my *

Como el cubo no estd cargado ni restringido en las direcciones y
y Z, se tiene que o, = o, = 0. Asi, los miembros de la derecha
de 1as ecuaciones (2.45) se reducen a sus primeros términos. Sus-
tituyendo los datos recibidos en estas ecuaciones, se escribe

o, _ =38BOMPa oo
e, =22 DSV L s,
T E. 1550GPa

e 0.248)( —38.89 MPs
A A3 ) = +6222 x 1070

) E, 155.0 GPa
YO {0.248)(—38.69 MPa}
6 = — = - = $62.22 X 107¢
: E, 155.0 GPa

Los cambios en las dimensiones del cubo se obtienen multipii-
cando las deformaciones unitarias correspondientes por la longi-
md L = 0.060 m del lado del cubo:

5.\' = 6.\‘[4 =

(—250.9 X 107°)(0.060 m) = —15.05 um

<
It

L = (+62.2 X 1079(0.060 m) = +3.73 um

T
It

el = (+62.2 X 107%0.060m) = +3.73 um
&) Libre en ls direccion z, restringido en la direccicn y.
El esfuerzo en la direccidn x es el mismo que en la parte «, es
decir, o, = —38.89 MPa. Puesto que el cubo es libre de expan-
dirse en la direccidn z como en la parte 4. de nuevo se tiene
o. = 0. Pero ya que ¢l cubo estd ahora restringido en la direc-
cidn y, se debe esperar un esfuerzo o, diferente de cero. Por otra
parte, debido a que el cubo no puede expandirse en la direccion
debe tenerse 8, = Oy, por lo tanto, €, = 6 oL = 0. Haciendo
-=0vye, O en la segunda de las ecuaciones (2.45), despe-
Jando esa ecuacion para ¢, v sustituyendo ios datos recibidos se
tiene que '

(E"‘) (12"0)(0 248)(—38.89 MPa)
= —_— r Ay, = LLAT IGO0 iV s
T T\ E) " T sso ’ "

= —752.9kPa

Ahora que las tres componentes del esfuerzo se han determina-
do, se utilizardn ia primera v la vltima de las ecuaciones {2.45)

)

2
G anm
Sag

140 k,l\"v

Figura 2.56 = T 80w
if]
!
%
140 kN
Placas
fijas sin \
frigeion A BN ?
e, B0 M
= \GQ mn v
Figura 2.57 <

para caleular las componentes de deformacidn €, y e.. Pero la pri-
mera de estas ecuaciones contiene la relacidn de Poisson v, v,
como se vio antes, esta razon no es igual a la relaciéa v, que es-
tuvo entre los datos recibidos. Para caleular »,, se emplea la pri-
mera de las ecuaciones (2.46) v se escribe

E, 12.10)
vo=|—|v, = 0.248) = 0.0193
Vo (Er)v.\,\ (155.0 [ } = 0.01936

Ay

Haciendo a o, = 0 en la primera y en la tercera ecuaciones (2.45)
y sustituyendo en ellas los valores dados de E,, E,, v ¥ v, asi
como los valores obtenidos de o,. o, ¥ v,,, 38 tiene

o I),\'.\O-)‘ _ “‘“3889 MPa
. E  1550GPa
(0.01936)(~752.9 kPa)

12.10 GPa

= 2407 % 10

'U.\':G—.\' V_\':U_\'
£ = ~ — B

: E, K

X

(0.248)(~38.89 MPa)
- 155.0 GPa

(0.458)(—752.9 kPa)
a 12.10 GPa

=+ 90.72 ¥ 107°

Los cambios en las dimensiones del cubo se obtienen multipli-
cando las deformaciones correspondientes por la longitud L =
0.060 m de la arista del cubo:

8, = e, L = (—249.7 > 107%{0.060 m) = — [4.98 um
§, =L = (0)(0.060 m) = 0
5. = el = (+90.72 X 107°)0.060 m) = --5.44 pm

Al comparar los resultados de las partes a ¥ b, se advierte que la
diferencia entre los valeres obtenidos para la deformacién 8, en
la direccidn de las fibras es despreciable. No obstante, la diferen-
cia entre los valores obtenidos para la delormacidn lateral 8, no
3 despreciable. Esta deformacion es claramente mayor cuando el
cubo se restringe de deformarse en la direccidn y.
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Un circuio con didmetro o = 9 in., cuyo espesor es £ = 3 in., se marca en una placa de
alwminio sin esforzar. Las Tuerzas que actiian después en el plano de la placa causan es-
foerzos normales o, = 12 ksiy g, = 20 ksi. Para £ = 10 X 10° psiy v = & deter-
mine el cambio en @) la longitud delf didmetro AB, B) ka longitud del didgmete CD, ¢} el
espesor de la placa, d) el volumen de la placa.

Ley de Hooka,  Advierta gue o, = 0. Utilizando las ecuaciones (2.28) se encuen-
tra que 121 deformacién en cada una de las direcciones coordenadas es

e = 4= -
’ I E E
L 1 o
= e (12 ki) — O — {20 ksi) | = +0.533 X 107 in/in.
10 ¢ I(}’pqiL 3
PO (258 vo,
E E £
L[ . ] . _ DU
= | ——(12 ksi) + 0 — ={20 ksi) | = —1.067 X 107° in/in.
10 % 10°psil 3 3
oy voy 9
£, = — ———— — — —
E E E
L 1 . .
= e | (12 ksi) — G+ (20 ksi) | = - 1.600 X 1077 inin.
10X 10%psiL 3

a. Didmetrs A2, El cambio en longitud es 85, = €.d.

S = €d = (+0.533 X 1077 in/in.})(9 in.)
By = 4.8 1077 in. 4
Sep = €d = {+1.600 X 107 in/in.)(9 in.)
Sepp = +14.4 3107 i, 4
e HEapesar,  Recordando que ¢ = %

= 6 = (1067 X 107 Y0 /in. )3 in)

in., se tiene que

8, = —0.800 > 10 in. =

g, Volumen de Ia

Utilizando 1a ecuacidn 2.30, se tiene que

¢ =g, + g, e = (+0.533 — LOBT + 1.600)107° = +1.067 ¥ 107

AV = oV = +1.067 X 1677

(5 m )5 )] AY = H08T Xin =



B
1

P Enoun ensayo estdndar a tensidn una varilla de aluminio de 20 mm de

didmetro se somete a una fuerza de tension de P = 30 kN. Sabiendo que » = (.35
y £ = 70 GPa, determine a) el alargamiento de la varilla en una longitud calibrada
de 150 mm, &) el cambio en el didgmetro de la varilla.

2.82  Se aplica una carga de tensidn de 2.73 kIN a una probeta elaborada con
una placa plana de acero de 1.6 mm de espesor (£ = 200 GPa, ¢ = 0.30}. Determine
el cambio resultante «) en la longitud calibrada de 50 mm, ») en el ancho de la por-
cidn AS de la probeta, ) en el espesor de la porcidn AB, o) en el drea de la seccidn
transversal de la porcidon AB.

50 mm

12 mm

Figura P2.62

2.3 Se emplea un ensayo estdndar de tensién para determinar las propieda-
des de un pldstico experimental. La probeta es una varilla de 3 in. de didmetre que
se somete a una fuerza de tension de 800 1b. Sabiendo que se observa un alargamiento
de 0.43 in. y una disminucidn en didmetro de 0.025 in. en una longitud calibrada de
5 ., caleule el module de elasticidad, el médule de rigidez y la relacion de Poisson
para el material.

2.64 El cambio en el didmetre de un perno grande de acero se mide cuidado-
samente mientras se apriela una tuerca. Sabiendo que E = 200 GPay v = 0.29, de-
termine la fuerza interna en el perno, si se observa que el didmetre disminuye 13 pm.

60 mm

Figura P2.64

2,65 Una linea con pendiente de 4:10) se marca sobre una placa de latén ama-
rille laminade en fifo, la cual tiene ancho de 6 in. ¥ espesor de % in. Use los datos
disponibles en el apéndice B para determinar la pendiente de la linea cuando la
placa se somete a una carga axial centrada de 45 kips como la que se muesira en
la figura.

J———

150 mim | 1

90 mm de didmetro

Tin de didmetro

Figura P2.63

-

8§ i, ey

Figura P2.65




a, = 80 &[T

E
Frryyy
—e— 20 mm

Figura P2.67

Figura P2.69

Esfuerze y deformacion. Carga axial

o, = 160 NPu

¥

in.

2.8¢% Un tramo de 2 m de tuberia de aluminio de 240 mm de didmetro exte-
rior y 10 mm de espesor de pared se emplea como columna corta y lleva una carga
axial centrada de 640 kN. Sabiendo que £ = 73 GPa y v = (.33, determine o) el
cambio de longitud de la tuberfa, #) el cambio en su didmetro exterior, c) el cambio
en su espesor de pared.

640 kN

Figura P2.66

2.67 Un cvuadrado de 20 mm se marca en un lado de un recipiente grande de
acero bajo presion. Después de la presurizacion, la condicion biaxial de esfuerzos en
e} cuadrado es como lo muestra la figura. Use los datos disponibles en el apéndice
B para el acero estructural, y determine el cambio porcentual en la pendiente de la
diagonal DB debido a la presurizacién del recipiente.

2.88 Una tela utilizada en estructuras infladas con aire se sujeta a una carga
biaxial que resulta en esfuerzos normales o, = 120 MPa y o, = 160 MPa. Sabiendo
que las propiedades de la tela pueden aproximarse a £ = 87 GPa y v = (.34, deter-
mine el cambio en longitud de a) el lado AB, D) el lado BC, ¢} la diagonal AC.

Figura P2.68

2,68 A la varilla de aluminio AD se le ajusta una coraza que se emplea para
aplicar ana presién hidrostdtica de 6000 psi a la porcidn BC de i2 in. de la varilla.
Si se sabe que E = 10.1 X 10° psi y » = (.36, determine a) el cambio en la longi-
tud total AD, 1) el cambio en el didmetro def punto medio de la varilla.

2,70 Para la vazilla del problema 2.69, determine las fuerzas que deben apli-
carse en sus extremos A v D si g} la deformacion axial en la porcién BC de la vari-
lla debe permanecer en cero mientras se aplica la presidn hidrostatica, b) la longitud
total AD de la varilla debe permanecer sin cambios,



2.77 Para un elemento sometido a carga axial, exprese la deformacién unita-
riaz normal € en una direccidn que forma un dngulo de 45° con el eje de la carga en
términos de la deformacion axial €, a partir de «) la comparacién de las hipotenusas
de los tridngulos mostrados en la figura 2.54, que representan, respectivamente, a un
elemento antes y después de la deformacion; £} el uso de los valores de los esfuer-
zos correspondientes o’ y o, que se muestran en la figura 1.40, v la ley de Hooke
generalizada.

272 La placa homogénea ABCD estd sujeta a carga biaxial como se ve en la
figura. Se sabe que ¢, = gy ¥ gue el cambio en la longitud de Iz placa en la direc-
cidn x debe ser cero, es decir, €, = 0. Si £ es el mddulo de elasticidad y » 1a rela-
cion de Poisson, calcule @) la magnitud requerida de o, D) [a razén op/e..

273 En muchas situaciones las restricciones fisicas evitan que ocurra defor-
macidn unitaria en una direceidn dada, por ejemplo. €, = 0 en el caso mostrado,
donde el movimiento longitudinal del prisma se evita en todo punto. Las secciones
planas perpendiculares al eje longitudinal permanecen planas y a la misma distancia.
Demuestre que para esla situacion, conecida como deformeacion plana, es posible ex-
presar o, €,y €, COmMO sigue:

. =v{o, + o,

éf(l — Yo, — vl + vio,]

g
1l

Figura P2.73

2,74 En wmuchas situaciones se sabe que el esfuerzo normal en una direccidn
duada es cero, por ejemple, o, = 0 en el caso de la placa delgada mostrada en ia fi-
gura. Para es{e caso, que se conoce camo esfierzo plano, demuestre que si las de-
formaciones €, ¥ €, se han determinado experimentalmente, o, ¢, y €. se pueden
exXpresar como sigue: -

€, + vE,

o, =E——r
1 —w

& + e,

o, = E 3
A 1 — ]}ﬁ

Figura P2.72

Figura P2.74

Problemas




Esfuerzo y deformacion. Carga axial

T Vp
50
Dimensiones en mm

Figura P2.75

El bloque de pléstico mostrado en la figura esta adherido a un soporte -
gide y a una placa vertical a la que se aplica una Tuerza P de 240 kN. Si se sabe que
para el plstico usado G = 1 050 MPa, determine la deflexion de la placa.

I

2.76  ;Cudl es la carga P que debe aplicarse a la placa del problema 2.75 para
producir una deflexidn de 1.5 mm?

77 Una vunidad para aislamiento de vibraciones se compone de dos bloques
de caucho dure adheridos a la placa AB y a sopories rigidos como se muestia en la
figura. Si se sabe que una fuerza de magnitud P = 6 kips produce una deflexién de
8 = 1 in. de la placa AB, determine el médule de rigidez del caucho utilizade,

g -
L2530, |

i
1.23 in. ]

e,

Figura P2.77 y P2.78

')

£2.78 Una unidad para aislamiento de vibraciones se compone de dos bloques
de caucho duro con un mddulo de rigidez G = 2.75 ksi adheridos a la placa AB y a
soportes rigidos como se muestra en la figura. Si P es la magnitud de Ia fuerza apli-
cada a la placa v 8 la deflexion correspondiente, determine la constanie de resorte
efectiva, k = /6, del sistema.

279  Un soporte elastomérico (G = 0.9 MPa) se empiea para apoyar una viga
de puente, como se muestra en 1a figura, v suministrar flexibilidad durante terremo-
tos, La viga po debe desplazarse mds de 10 nun cuando una carga lateral de 22 kN
sea aplicada como se muestra en la figura, S1 se sabe que el miximo esfuerzo cor-
tante permisible es de 420 kPa, determine a} la dimensidn & minima permisible, £)
el minimo espesor requerido a.

4

-— 200 mun —-

Figura P2.7S



2.80 Para el apoyo elastomérico del problerna 2.79 con b = 220 mm y a =
30 mm, determine el médule de corte G y el esfuerzo cortanie 7 para una carga la-

teral maxima £ = 19 kN y un desplazamicnto maximo & = {2 mm.

2,871 Dos blogues de caucho con médulo de rigidez G = 1.75 ksi estdn uui-
dos a soportes rigidos y a la placa AB. Si se sabe que ¢ = 4 in. y P = 10 kips, de-
termine las dimensiones minimas permisibles a y b de los bloques si el esfuerzo cor-
tante en el caucho no debe exceder de 200 psi y la deflexion de la placa tiene que
ser al menos de 1 in.

2.82 Das bloques de caucho con médulo de rigidez & = 1.50 ksi estdn uni-
dos a soportes rigides y a la placa AB. Si se sabe que b = 8 in. y ¢ = 5 in., deter-
mine la carga maxima permisible P v el espesor minima permisible « de los bloques
si el esfuerzo cortante en el caucho no debe exceder de 210 psi y la deflexién de la
placa tiene que ser al menos de 1 in.

"2.8F Delermine el cambio en volumen de la seccidn calibrada de 50 mm AB
en el problema 2.62, ) calculando la dilatacion del material, b) restando el volumen
original de la porcidén AR de su volumen final.

284

A

Determine la dilatacién e y el cambio en volumen del tramo de 8 in. de
la varifla mostrada en la figura si @) la varilla es de acero con E = 29 X 10° psi y
v = 0.30, &) la varilla es de aluminio con E = 10.6 > 10° psi y » = 0.35.

~1in. de didimetro

Figura P2.84

"2.85  a) Para la carga axial mostrada en la {figura, encuentre el cambio en al-
tura y en velumen del cilindre de latdén mostrado. by Resuelva el inciso a, suponiendo
que la carga es hidrostdtica con o, = 7, = . = ~70 MPa.

*2.88  Una esfera solida de acero de 6 in. de didgmetro se introduce en ¢l océa-
no hasta un punto donde la presidn es de 7.1 ksi (alrededor de 3 millas bajo la su-
perficie). Sabiendo que E = 28 X 10° psi y v = (.30, determine ) Ia disminucion
en el didmetro de la esfera, b} la disminucidn en el volumen de la esfera, ) el por-

centaje de incremento en la densidad de la esfera.

“2.87  Un soporte para aislamiento de vibraciones consta de una varilla A con
radio R, y un tubo B con radio interior R, adheridos a un cilindro hueco de caucho
con 80 mm de longitud v mddulo de rigidez G = 10.93 MPa. Determine el valor re-
querido de la razén R./R; si una fuerza P de 10 kN debe causar una deflexion de 2
mum en la varilla 4.

*2.88  Un soporte para sislamiente de vibraciones se compone de una varilla
A con radio B; = 10 mm y un tubo B con radio interior R, = 25 mm adheridos a un
cilindro hueco de caucho con 80 mm de longitud vy mddulo de rigidez G = 12 MPa.
Determine Ia fuerza mdxima permisible B gue puede aplicarse a la varilla A si su de-
flexion no debe exceder los 2.50 mm.
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Figura P2.85
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E, =50 GPa
B, =152 GPa
E. = 152CPa

Figura P2.91

Esfuerzo vy deformacién. Carga axial

v, = 0.254
1, = 0.254
v, = 0.425

Figura 2.58

*2.89  Las constantes el material E, G, k y v estdn relacionadas por las ecua-
ciones (2.33) y (2.43). Muestre que cualquicra de estas constantes puede expresarse
en términos de cualesquiera otras dos constantes. Por ejemplo, demuestre que a) k=
GENOG ~3Ey y b v = (Gk — 2G)/ {6k + 2G).

*2.90 Muestre que para cualquier material dado la razén G/E, del médulo de
rigidez sobre el médulo de elasticidad, es siempre menor que % pere mayor que 4.
{Sugerencia: Remitase a la ecuacion (2.43) y a la seccion 2.13.]

@81 Un cubo compuesto con lados de 40 mm y las propiedades indicadas en
la figura estd fabricado con fibras de polimero vitreo alincadas en la direccidn x. El
cubo estd restringido contra las deformacicnes en las direcciones y y 7 y se somele
a una carga de tensién de 65 kN en la direccion x. Determine ) el cambio en lz lon-
gitud del cubo en la direccion x, #) los esfuerzos o, o, ¥ ..

*2.82  Fl cubo compuesto del problema 2.91 estd restringidoe contra ia defor-
macion en la direccidn z vy se estira 0.035 mm en la direccidn x debide a nna carga
de tensidn en esa direccidn. Determine «) los esluerzos ¢, o,y o, b) el cambio en
dimensién en la direccidn y.

Se ha supuesto, hasta ahora, que en cualquier elemento cargado axialmente,
los esfuerzos normales se encuentran distribuidos de manera uniforme en
cualquier seccidn perpendicular al eje del elemente. Como se vio en la
seccidn 1.5, tal suposicién puede estar bastante equivocada en la inmediata
vecindad de los puntos de aplicacidén de las cargas. Sin embargo, la detesmi-
nacién de los esfuerzos en una seccidn dada de un elemento requiere de la
solucidén de un problema estaiicamente indeterminado.

En la seccidn 2.9 se estudid que los problemas estdticamente indetermi-
nados que invelucran la determinacién de fuerzas pueden resolverse consi-
derando las deformaciones causadas por estas fuerzas. Por lo tanto, es razo-
nable concluir que la determinacidn de los esfiterzos en un elemento requiers
del anélisis de las deformaciones producidas por los esfuerzos en el elemen-
to. En esencia, éste es el enfoque encontrado en los libros de texto avanza-
dos, donde la teoria matemdtica de la elasticidad se emplea para deteyminar
la distribucian de esfuerzos que corresponde a varios modos de aplicacidn de
las cargas en los extremos de un elemento. Dadas las Emitadas herramientas
matemnaticas que se tienen a la disposicion, el andlisis de esfuerzos se res-
tringird al caso particular de dos placas rigidas que se emplean para transmi-
tir las cargas a un elemento elaborado con un material isotrdpico homogéneo
{figura 2.58).

Si las cargas se aplican en et centro de cada placa,T las placas se move-
rdn una hacia la otra sin girar, acortande el elemento y aumentando su an-
cho y espesor. Es razonable suponer que el elemento permanscerd recto, que
las secciones planas seguirdn planas, y que todos los eiementos del miembro

7 Dicho con mayor precision: la nea comin de accidn de las cargas deberd pasar a través del
centroide de la seccion transversal (confrdutese la seccidn 1.5}
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Figura 2.59

se deformardn de ]a misma manera, va que tal suposicidn es claramente cormn-
patible con tas condiciones dadas. Esto se ilustra en la figura 2.59, que mues-
tra un modelo de caucho antes y después de la carga.T Ahora, si todos los
elementos se deforman de la misma manera, la distribucidn de deformacie-
nes unitarias a través del miembro debe ser uniforme. En otras palabras, la
deformaci6n unitaria axial €, y la deformacién unitaria lateral €, = —we, son
constantes. Pero, sk los esfuerzos no sobrepasan el limite de proporcionali-
dad, se aplica ]a ley de Hooke y puede escribirse o, = Ee,, de lo que sigue
que el esfuerzo normal o, también es constante. Por lo tanto, la distribucidn
de esfuerzos es uniforme a través del miembro y. en cualquier punto,

P

O__\* = (O—_\‘)pmm = E
Por otra parte, si Jas cargas estdn concentradas, como se ilustra en la
figura 2.00, los elementos en la cercanfa inmediata de los puntos de apli-
cacién de las cargas se encuentran sometides a esfuerzos muy grandes,
mientras que otros elementos cerca de los extremos del miembro no estin
afectados por la carga. Esto puede verificarse observando que grandes de-
formaciones y, por Jo tanto, grandes esfuerzos ocurren cerca de los puntos
de aplicacién de las cargas, mientras gue no ocwrren deformaciones en las
esquinas. Sin embargo, cuando se consideran los elementos cada vez més
lejos de los extremos, se nota una igualacion progresiva de las deformacio-
nes involucradas y, por lo tanto, una distribucidn casi uniforme de las de-
formaciones v de los esfuerzos a través de una seccidn del miembro. Esto
se ilustra mejor en la figura 2.61, la cual muestra ef resto del célculo por
métodos matematicos avanzados de la distribucidn de esfuerzos a través de

TObsérvese que para slementos largos y esbeltos, es posible olra contiguracion y, de hecho, pre-
valecen si la carga es lo suficientemente grande. El elemento se pandea y se curva. Esto se analiza-
rd en mayor detalle en el capituio 10,

2.17 Distribucién del esfuetzo y de la

P’
Figura 2.60

deformacidn
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Esfuerzo vy deformacidn, Carga axial
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Figura 2.61

varias secciones de una placa rectangular delgada sometida a cargas con-
centradas. Se advierle que a una distancia & de cada extremo, donde b es
el ancho de la placa, la distribucidn de esfuerzos es casi uniforme a través
de la seccidn, y el valor del esfuerzo ¢, en cualquier puato de esa seccidn
puede suponerse igual al valor promedio P/A. Por consiguiente, a una dis-
tancia igual o mayor que el ancho del elemento, la distribucién de los ¢s-
fuerzos a través de una seccién dada es la misma, sea que el elemente es-
té cargado como en la figura 2.58 o en la figura 2.60. En otras palabras,
excepto en la cercania inmediata de los puntos de aplicacidn de las cargas,
la distribucidn de esfuerzos puede suponerse independiente del modo de
aplicacién de la carga. Este enunciado, que se aplica no sélo a cargas axia-
les sino pricticamente a cualquier tipo de carga, se conoce como el prin-
cipio de Saint-Venant, en honor del matemdtico e ingenierc francés Adhé-
mar Barré de Saint-Venant (1797-1886).

En tanto que el principio de Saint-Venant permite reemplazar una carga
dada por una mds sencifla con el propdsito de calcular los esfuerzos en un
elemento estructural, deberdn recordarse dos puntos importantes al aplicar
este principio:

1. La cargareal y la utilizada para calcular los esfuerzos deben ser es-

taticamente equivalentes.

2. Los esfuerzos no preden calcularse, de esta manera, en la cercania
inmediata de los puntos de aplicacion de las cargas. Deben utilizar-
se métodos tedricos o experimentaies avanzados para determinar la
distribucién de esfuerzos en estas Areas.

Deberd observarse también que las placas empleadas para obtener ana dis-
tribucidn uniforme de esfuerzos en el elemento de la figura 2.59 deben per-
mitir 1a libre expansion del elemento hacia los lados. As, las placas no pue-
den estar unidas rigidamente al elemento; debe suponerse que sélo estin en
contacto con él, y lo suficientemente lisas para no impedir la expansion late-
ral del elemento. Aun cuando (ales condiciones de extremos pieden lograrse
con un elemento a compresidn, no pueden realizarse f{sicamente conr uno en
tensidn. No importa, sin embargo, si puede fabricarse un aditamento que per-
mita cargar un elemento de tal manera que la distribucion de esfuerzos en el
elemento sea uniforme. Lo importante es ser capaz de imaginar un modelo
que permita tal distribucién de esfuerzos, y tener este modelo en mente para
que mis tarde pueda compardrselo con las condiciones reales de carga.
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Como se vie en la seccidn precedente, los esfuerzos cerca de los puntos de
aplicacion de eargas concentradas pueden alcanzar valores mucho mds gran-
des que el valor promedio del esfuerzo en el elemento. Cuando un elemento
estructural contiene una discontinuidad, como un agujero o un cambio repen-
tino en su seccidn transversal, también pueden ocurrir grandes esfuerzos lo-
calizados cerca de la discontinuidad. Las figuras 2.62 v 2.63 muestran la
distribucion de esfuerzos en las secciones criticas correspondientes a dos
situaciones como las mencionadas. La figura 2.62 ilustra una barra piana con
un agujerc circular 'y muestra la distribucién de esfuerzos en un corte que
pasa a traves del centro del agujero. La figura 2.63 ilustra una barra plana
con dos porciones de diferentes anchos conectadas por fileres; muestra Ia dis-
tribucitn de esfuerzos en Ia parte mds angosta de la conexitn, donde ocurren
los esfuerzos mds altos.
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Figura 2.62 Distribucion de esfuerzos cerca de un agujerc circular
en una barra plana bajo carga axial.

Estos resultzdos se obtuvieron en forma experimental por el método fo-
toeldstico, Afortunadamente para el ingenierc que tiene que disefiar un ele-
mento dado v no puede permitirse levar a cabo dicho andlisis, los resultados
ohtenidos son independientes del tamafio del elemento v del material utiliza-
do: solo dependen de las razones de los pardmetros geométricos involucra-
dos, es decir, de la razon r/d en el caso de un agujero circular, y de las ra-
zones r/d v D/d en el caso de los filetes. Ademds, el disefiador estd mds
mteresado en el valor mdximo del esfuerzo en una seccidn dada, que en la
distribucidn real de los esfuerzos en dicha seccidn, ya que su preocupacion
principal es determinar si el esfuerzo permisible serd excedido bajo una car-
ga dada, vy no dinde se excederé este valor. Por este motivo, se define la
razon

R T inix

(2.48)

i G'pmm

del esfuerzo méximo sobre el esfuerzo promedio calculado en la seccidn cri-
tica (la més angosta) de la discontinuidad. Esta razdn se conoce como el fac-
tor de concentracion de esfuerzos de la discontinuidad dada. Los factores de
concentracion de esfuerze pueden calcularse de una vez por todas en trmi-

nos de las razones de los pardmetros geométricos involucrados, y los resul-

2.18 Goneentraciones de esfuerzos )
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Figura 2.63 Distribucion de esfuerzos cerca de
los filetes en una barra plana bajo carga axial,



Esfuerzo y deformacion. Carga axial

tados obtenidos pueden ser expresados en la forma de tablas o graficas, co-
mo se muestra en la figura 2.64. Para determinar el mdximo esfuerzo que
ocurre cerca de una discontinuidad en tn elemento dado sometido a una car-
ga axial P dada, el diseflador s6lo necesita calcular el esfuerzo promedio
O yom = P/A en la seccidn critica, y multiplicar el resultado obtenido por el
valor apropiado del factor de concentracién de esfuerzos K. Deberd obser-
varse, sin embargo, que este procedimiento es vilido solo mientras oz, no
exceda el limite de proporcionalidad del material, ya que los valeres de K
graficados en la figura 2.64 se obtuvieron suponiendo una relacién lineal en-

tre ¢l esfuerzo y la deformacidn unitaria.

0.3 G .5 0.6 0.7
i7d

.1 0.2

a) Barras planas con agujeros

Figura 2.64 Factores de concentracién de esfuerzos para barras
planas bajo carga axial’

Observe que el esfuerzo promedic debe calcularse en la seccion
mas angosta, o, = P/Id donde f es el espesor de la barra.

10
0 002 044008 008 0L 12 614 0.6 0.18 020 0.92 0.24 0.26 D28 1.30
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b) Barras planas con filetes

Determine la mdxima carga axial P que puede soportar con segu-
ridad una barra plana de acero que consta de dos porciones, am-
bas de 10 mm de espesor, y anchos de 40 y 60 cin, conectadas
con filetes de radio » = & mm. Suponga un esfuerzo normal per-
misible de 165 MPa.

Primero se calcular las razones

DWGOlmﬂw, 0 T 8§ mm — 020
d 40 mm

d  40mm

in

Utilizando la curva en la figura 2.64b que corresponde a O/d =
1.50, se encuentra que el valor del factor de concentracidn de es-
[nerzo que corresponde a r/d = 0.20 es

K =182

Lievando este valor a la ecuacidn (2.48) y despejando oy, S€

tiene

o _ i
prom 1.82

Pero o4 00 puede exceder el esfuerzo permisible open, = 1065
MPa. Sustituyendo este valor de o, se obtiene que el esfuerzo
promedio de la poreién mas angosta (d = 40 mm) de la barra no
deberd sobrepasar el valor

163 MPa

T prom = %2 = 00.7 MPa

Recordando que o, = P/A, se liene que

P = Ao, = (40 mm)(10 mm}(90.7 MPa} = 36.3 X EOJN
prom
P =303kN

T W. D. Pilkey, Petersan’s Stress Concentration Factors, 2a. ed., John Wiley & Sons, Nueva York, 1997



Los resultados obtenidos en las secciones precedentes se basaron en la supo-
sicidon de wna relacién lineal del esfuerzo v la deformacién. En otras pala-
bras, se supuso que el limite de proporcionalidad del material nunca fue ex-
cedido. Tista es una suposicion razonable en el caso de los materiales fragiles,
que se fracturan sin ceder. En el caso de los materiales diictiles, sin embar-
go, esta suposicion implica que la resistencia a la cedencia del material no
se excede. Las deformaciones permanecerdn, entonces, dentro del rango elds-
tico vy el elemento estructural bajo consideracion recuperard su forma origi-
nal después de que todas las cargas hayan sido retiradas. Si, por otra parte,
los esfuerzos en cualquier parte del elemento exceden la resistencia a la ce-
dencia del material, ocurren deformaciones plisticas y la mayoria de los re-
sultados en las anteriores secciones dejan de ser vilidos. Por ello debe rea-
lizarse un andlisis mas profundo, basado en relaciones no lineales de esfuerzo
y deformacidn.

Aunque un andlisis que tenga en cuenta la relacion reat entre el esfuer-
z0 v la deformacion estd mas alld del alcance de este libro, se ganard una vi-
sidn considerable del comportamiento plastico considerando un material elas-
topldstico ideatizado para el que el diagrama esfuerzo-deformacién consta de
los dos segmentos en linea recta mostrados en la figura 2.65. Se nota que el
diagrama de esfuerzo-deformacién para el acero dulce en los rangos eldstico
y pldstico es similar a esta idealizacidn. Mientras que el esfuerzo o sea me-
nor que la resistencia a la cedencia ¢, el material se comporta eldsticamen-
te v obedece la ley de Hooke, o0 = Ee. Cuando o alcanza el valor oy, el ma-
terial empieza a fluir v continda deformandose plasticamente bajo una carga
constante. Si la carga se retira, la descarga ocurre a lo largo del segmento de
recta C[) paralelo a a porcidn micial AY sobre la curva de carga. El segmen-
to AD del eje horizontal representa la deformacién unitaria correspondiente
a la deformacién permanente o deformacidn pléstica resultante de la carga v
descarga de la probeta. A pesar de gue ningiin material real se comporta exac-
tamente como se muestra en la figura 2.65, este diagrama de esfuerzo-defor-
macion serd Gtil para analizar las deformaciones plasticas de materiaies ddc-
tiles como el acerc dulee.

2.19 Defortnaciones plasticas ﬂ @g
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Figura 2.65

Una varilla de longitud 1. = 500 mm y drea de seccidn trans-
versal A = 60 mm® es de un material elastopldstico que tiene
un modulo de elasticidad £ = 200 GPa en el range elastico y
un punte de cedencia o = 300 MPa. A la varilla se le somete
a ana carga axial hasta que se estira 7 mm; al Hegar a ese pun-
to la carga se retira. ;Cudl es la deformacién permanente resul-
tante?

Con referencia al diagrama de la figwa 2.65, se encuentra €p =
que Ja deformacion mdxima, representada por la abscisa del pun-
o C, es

€y

oy 300 X 10°Pa

= 5% 107}
E 200 x [0°Pa

La deformacién después de descargar estd representada por la abs-

=

cisa €, del punto D. Se observa de la figura 2.65 que

AD = YC = e, — €y
4% 1073 —15% 107 =125x%x 1077

Oc _ Tmm _ « 1073 .La deformacién permanente es la deformacion 8, correspendien-

. - v .
L 500 mm te a la deformacién €,. Se tiene que

Por otra parte, el esluerzo de cedencia, representado por la abs-

cisa del punto ¥, es 8y = epl. = (12.5 X 107)(500 mm) = 6.25 mm




Una varilla cilindrica de 30 in. de largo con un drea de seccidn
transversal de A, = 0.075 in.? se coloca dentro de un tubo de la
misma longitud y con drea de seccidn transversal A4, = 0.100 in®.
Los extremos de la varilla y del tubo estin unidos a un soporte
rigido por un lado, ¥ a una placa rigida por el otro, como se mues-
tra en ¢l corte longitudinal de la figura 2.66. Se supone que tan-
to la varilla como el tubo son elastoplistcos, con médulos de
elasticidad £, = 30 X 10° psi y £, = 15 X 10° psi, v resisten-
clas a la cedencia (o,)y = 36 ksl y (o), = 45 ksi. Dibgjese el
diagrama de carga-deflexidn para conjunto cuando se aplica una
carga P a la placa come se muestra.

Ve Tubo

- Placa

ormmanfi
P

e | I TE—

Figura 2.66

Primero se determina la fuerza interna y la elengacién de Ia
varilla cuando comienza a ceder:

(P = {o)A, = (36 ksi){0.075in2) = 2.7 kips

(o)y 36 X 10°psi
E, 30 % 10° psi

(51')1’ = (Ef')}’L - (30 ii'l.)

=36 % 107 in.

Puesto que el material es elastopldstico, el diagrama de fuer-
za-alargamiente de la varilla sélo consiste en una Hnea recta obli-
cua y una linea recta horizontal, como se muestra en la figura
2.67a. Siguiendo el mismo procedimiento para el wbo, se tiene
que

(P)y = (o)A, = (45 ksi)(0.100 in?) = 4.5 kips

{a‘,)yL 45 X 107 psi
£, 15 x 10 psi

(6)y = (e)vl = 3in)

90 % 1077 in.

i

P {kips)
2.7 bommmeee

2. :
3

/‘

# t

t

t

|

|

|

P, (kips)

T P St

h A
:
: é
0 36 890 8, (L0 in)
b)
P, (kips) Y
72 :

4.5

0 36 90 & (1077 i)
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Figura 2.67

El diagrama de carga-dellexion del tube sélo se muestra en la fi-
gura 2.675. Observando que la carga v la detlexion de la combi-
nacion varilla-tubo son, respectivamente

P=Pl,+P, 5=5p=§,

se dibija el diagrama carga-deformacion requerido sumando las
ordenadas de fos diagramas obtenidos para la varilla y para el tu-
bo (figura 2.67¢). Los puntos ¥, y ¥, corresponden al inicio de la
cedencia en la varilla y en el tabo, respectivamente.




Si la carga P aplicada al ensamble varilla-tubo del ejemplo 2.14
se incrementa de cero a 3.7 kips y se reduce de nuevo a cero, de-
termine a) la maxima elongacion del ensamble, b) la deformacion
permanente después de retirar la carga.

a) Alargamienio mdximo. Con referencia a la figura 2.67¢,
se observa que la carga P = 5.7 kips correspeonde a un punto
localizado en el segmento Y, ¥, del diagrama de carga-deflexidn
del ensamble. Asi, la varilla ha alcanzado el rango pldstico, con
P.o={P)y=27Kpsy o, = ()= 36 ksi. en tanto que el tu-
bo todavia estd en el rango eldstico, con

P,=P -~ P =357kips — 2.7 kips = 3.0 kips

P, 30kips .
o, = s == e = 3() ki
A, 0.1 in-~

7, 30 % 10° psi
TET 15 X 108psi

30 = 60 % 1077 in.
( )

El alargamiento mdximo del ensamble es, pues.
5111;’;x = 8: = 60 X 1073 in.

b} Deformacion permansnie, Al disminuir la carga P desde
5.7 kips hasta cero, las fuerzas internas P, y P, decrecen a lo lar-
go de una linea recta, como se muestra en la fignra 2.684 v b, res-
pectivamente. La fuerza P, disminuye a lo large de 1a linea CD
paralela a la posicién unitaria de la curva de carga, mientras que
la fuerza P, disminuye a lo largo de Ia curva original de carga, ya
que ¢l esfuerzo de cedencia no fue excedido en el tubo. Su suma
P, por lo tanto, se reducird a lo largo de una linea CE peralela a
la porcion O, de la curva carga-deflexidn para ei ensamble (fi-
gura 2.68¢). Con referencia a la figura 2.67¢, se encuentra que la
pendiente de 0Y,, y por lo tanto CL, es

4.5 kips .
m o= ———————— = 25 kips/in.
36 ¥ 1077 in.

El segmento de linea FE en la figura 2.68¢ representa la defor-
macidn &' del ensamble durante Ja fase de descarga, el segmen-
tc OF es la deformacién permanente §, después de retirar la car-
ga P. Del uidngulo CEF se tiene que

P 5.7 kips .
8 = = ———— = —45.6 X 107" in.
FH 125 kips/in,

P (!upsﬁ) i Y, o
e 4
| 4
! a
i [
! s k
S
Vv
o 0 8, (10 in.)
s
)
P, {ldps) ¥
{

3.0 /

Y G0

\

8, (307 4n.)

P
eItiEe

& (103 i)

=60 X 107 in.
c)

8

may

Figura 2.68

La deformacidn permanente es, pues

Bp= 8, + 8 =60 1077 — 456 x 1077

iy

= 4.4 x 1079

111
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Figura 2.89 Distribucidn de esfuerzos en un
material elastopiastico cuando se incrementa
la carga.

El andlisis de las concentraciones de esfuerzo de la seccidn 2.18 se efec-
tud bajo el supuesto de que la relacién esfuerzo-deformacicn unitaria es li-
neal, Las distribuciones de esfuerzo mostradas en las figuras 2.62 v 2.63 y
los valores de los factores de concentracion de esfuerzos en la figura 2.64 no
pueden, por lo tante, usarse cuando hay deformaciones pldsticas, es decir,
cuando el valor de a4, obtenido de estas figuras excede 1a resistencia a la
cedencia .

Considere otra vez la barra plana con un agujero circular de la figura
2.62, y suponga que el material es elastopldstico, es decir, que su diagrama
de esfuerzo-deformacion es como se muestra en la figura 2.65. Mientras no
ocuzra deformacion pldstica, la distribucidn de estuerzo serd come se indica
en la seceidn 2,18 (figura 2.694). Se observa que el drea bajo la curva de dis-
tribucién de esfuerzos representa la integral [o dA, que es igual a Ia carga
P. Asf, esta drea y el valor o, deben aumentar al aumentar la carga F.
Mientras o, = T, todas ias distribuciones sucesivas de esfuerzo obtenidas
al anmentar P tendrin la forma mostrada en la figura 2.62 y repetida en ia
figura 2.69a. Sin embarge, al aumentar P por encima del valor Py que co-
rresponde a o, = oy (figura 2.69b), la curva de distribucion de esfuerzo se
debe aplanar en la cercania del agujero (figura 2.69¢), ya que el esfuerzo en
el material considerado no puede exceder el valor oy. Esto indica que el ma-
terial estd fluyendo en la cercania del agujero. Al aumentar mds la carga P,
la zona plastica donde ocurre la cedencia se sigue expandiendo, hasta que al-
canza los bordes de la placa (figura 2.69d). En ese punto, la distribucidn de
esfuerzos a través de la placa es uniforme, o = o y el valor correspondien-
te de la carga P = P, es el valor miximo que puede aplicarse a la barra sin
causar ruptura.

Es interesante comparar el valor mdximo Py de la carga que puede
aplicarse sin producir deformacion permanente en la barra con el valor
Py que causard la ruptura. Recordando la definicién del esfuerzo prome-
dio oo = P/A, donde A es el drea neta de la seccidn transversal, y la
definicién del factor de concentracidn de esfuerzos, K = & /T pom. S€
escribe

T

JawixA
A= (2.49)

P = Jprom K

para cualquier valor de o4 que no exceda ;. Cuando o4 = oy (figura
2.69D), se tiene que P = Py, v la ecuacion (2.49) da
1

ayi
Py = I3 (2.50)
Por otro lado, cuande P = Py {figura 2.69d) se tiene que o, = oy Y
Py = oA (2.51}
Comparando ias ecuaciones (2.50) y (2.51), se concluye que
Py
Py = — (2.523

K



En el egjemplo 2.13 de la seccidn anterior, se considerd una varilla estirada
mds alld del punto de cedencia. Al retirarse la carga, la varilla no recuperd
su longitud original: habia sido deformada permanentemente. Sin embargo,
después de que se quitd la carga, todos los Rsfuerzos desaparecieron. No de-
be suponerse gue éste es siempre el caso. Dethecho, cuande sélo algunas de
las partes de una estructura indeterminada sufien deformaciones plésticas,
como en el ejemplo 2.15, o cuando distintas partes de la estructura sufren di-
ferentes deformaciones plésticas, los esfuerzos en varias partes de la estruc-
tura no regresaran a cero, por lo general, después de que la carga haya sido
retirada. Los esfuerzos, llamados esfuerzos residuales, permanecerdn en ias
distintas partes de ia estructura.

A pesar de que el cdlculo de los esfuerzos residuales en una estractu-
ra real pueden ser muy complicados, el ejemplo siguiente proporcionari
una comprension general del método que debe emplearse para su determi-
nacién.

2.20 Esfuerzos residuales {93

Determine los esfuerzos residuales en la varilla y €l tubo de los P, (kips)
;

ejemplos 2.14 y 2.15 después de que la carga P aumenta de ce-
ro a 5.7 kips y luego se reduce de nuevo a cero.

Se observa en los diagramas de la figura 2.70 que después
de que la carga P ha regresade a cero, las fuerzas internas P,y
P, no son iguales a cero. Sus valores se indican por el punto £
en las partes a y b, respectivamente, de la figura 2.70. Se dedu-
ce que los esfuerzos correspondientes tampoco son iguales a ce-

1o después de que el ensamble ha sido descargado. Para deter- P, {kips)

minar estes esfuerzos residuales, se determinaran los esfuerzos
inversos @, y a; causados por la descarga y se sumardn a los es-
fuerzos maximos o, = 36 ksi y o, = 30 ksi encontrados en la
parte & del ejemplo 2.15.

La deformacién gue causa la descarga es la misma en el tu-
ho v en la varilla. Es igual a 8'/L, donde 8" es la deformacion
del ensamble durante la descarga, que fue encontrado en el ejem-
plo 2.15. Se tiene gue
3.

in. -
e = — .52 X 103 in/in.

Los esfuerzos inverses correspondientes en la varilla v en el tu-
bo son

ol =€'F, = (—1.52 X 1079(30 % 10° psi) = ~45.6 ksi

o7 = €'F, = (—1.52 X 107)(15 X 10°psi) = —22.8 ksi

r

Los esluerzos residuales se encuentran superponiendo los esfuer-
zos debidos a la carga y los esfuerzos inversos debidos a la des-
carga. Se tiene que

(T ) = 0, + o, = 36 kst ~ 43.6 ksl = —9.6 ksi

(O hes = 0, + ) = 30 ksi — 22.8 ksi = +7.2 ksi

P (kips)

~1

(3

L_,_L & (103 m.)
8, a'

Figura 2.70

a)

b)
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Esfuerzo y deformacion. Carga axial

Las deformaciones pldsticas debidas a cambios de temperatura también
pueden producir esfuerzos residuales. Por ejemplo, considere un pequefio ta-
pén que debe soldarse a una placa grande. Para propdsitos de andlisis al ta-
pdn se le considera como una pequefia varilla AB que serd soldada a través
de un pequefic agujero en la placa (figura 2.71). Durante el proceso de sol-
dadura, la temperatura de la varilla se elevard a mas de | 000°C, temperatu-
12 a la que su mddulo de elasticidad y, por lo tanto, su rigidez y su esfuerzo,
serdn casi cero. Como la placa es grande, su temperatura no aumentard sig-
nificativamente por encima de la temperatura ambiente (20°C). Asi. al termi-
nar la soldadura, se tendrd la varilla AB a una T = 1 000°C, sin esfuerzo, uni-
da a una placa que se encuentra a 20°C.

Figura 2.71

Al enfriarse la varilla, aumenta su modulo de elasticidad vy, alrededor de
los 500°C, se aproximard a su valor normal de alrededor de 200 GPa. Al dis-
miauir adn mis la temperatura de la varilla, se supone una situacidn similar
a la considerada en la secclédn 2.10 v que se ilustra en la figura 2.35. Despe-
jando AT de la ecuacidn 2.23 e ignalando a ¢ a la resistencia de cedencia,
gy = 300 MPa, de acere promedio v « = 12 X 1{)‘(‘/"(3, encontramos el
cambio de temperatura que hard que la varilla fluya:

o 300 MPa .
AT = —— = = —125°C
Ea (200 GPa}{(12 X 107%°C)

Esto significa que la varifla comenzard a fiuir alrededor de 375°C y conti-
nuard cediendo a un nivel casi constante de esfuerzo mientras se enfrfa a tem-
peratura ambiente. Como resultado de la operacién de soldadura, un esfuer-
zo residual aproximadamente igual a la resistencia de cedencia del acero
utilizadlo se crea en el tapon y en la soldadura.

Los esfuerzos residuales también ocurren como resultado del enfriamien-
to de los metales fundidos o laminados en caliente. En estos cases, las capas
externas se enfrian con mayor rapidez que el niiclee interior. Esto provoca
que las capas externas adquieran de nuevo su rigidez (£ regresa a su valor
normal} mas rdpidamente que el ndcleo interior. Cuande el elemento com-
pleto ha retornado a la temperatura ambiente, ef nicleo mterior se habrd con-
traido mds que las capas externas. El resultade son esfuerzos residuales
longitudinales de tensién en el nicleo interno y esfuerzos residuales Tongitu-
dinales de compresion en las capas exteriores.

Los esfuerzos residuales debidos a la soldadura, la fundicidn vy el lami-
naco en catiente pueden ser muy grandes (del erden de magnitud de la resis-
tencia a la cedencia). Es posible eliminar estos esfuerzos, cuando es necesa-
rio, recalentando el elemento a alrededor de 600°C, y después permitiéndole
enfriarse lentamenle en un periodo de 12 a 24 horas.
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e} Dellexiones para 6y = 10 o -4

8c =0 G

IG mm

11 mm
Aa .r’1/ Oy
3 mm E
As Q=0
b) Deflexiones finales i

Ea viga rigida ABC estd suspendida de dos varillas de acero, como se muestra en la
figura y estd inicialmente en posicidn horizontal. El punto medio B de ia viga se de-
flecta 10 mm hacia abajo por la aplicacién lenfa de Ia fuerza ), después de lo cual
la fuerza se retira lentamente. Sabiendo que el acero empleado para las varillas es
elastopldstice con E = 200 GPa y ¢, = 300 MPa, determine a} el valor miximo
requerido de @ y la posicidn correspondiente de la viga, ) la posicidn final de

la viga.

SOLUCION
Estatica. Comoe @ se aplica en el punto medio de la viga, se tiene que

Puip = Peg ¥ Q= 2P

Accidn elastica. Bl valor mdximo de @ y la deflexion eldstica médxima del pun-
to A ocwren cuando o = oy on la varilla AD.

(PA D)m:’lx

er’L\' -

= A = {300 MP2)(400 mm?) = 120 kN

2(120 kN) Opsn = 240 KN <

E(Pri.’))lmix =

oy 300 MPa
By = el = L= ("’"‘"WW'”})(Z m) = 3 win
! E 200 GPa

Puesto que Py = Pup = 120 kN, el esluerze en la varilla CF es

g = e J20KN o MPa
cE A 500 mm* ’

La deflexién correspondiente del punto C es

o (240 MPa

B, = el =L =\ 500 Gra

L £ )(5 m) = 6 mm

La deflexion correspondiente del punto B es
8y, = (84, + 8¢} = {3 mm + 6 mm) = 4.5 mm

Como 8, = 10 mm, se concluye que ocwrird deformacidn plistica.

Deformacién plistica, Para @ = 240 kN, la deformacion plastica ocurie en
ia varilla AL, donde o, = oy = 300 MPa. Ya que el esfuerze en la varilla CE es-
td dentro del range eldstico, 8, permanece igual & 6 mum. La deflexidn 8, para Ja que
8z = 10 mm se obtiene escribiendo

85, = 10 mm = %(5!\: + 6 mm) 8,, = 14 mm

Descarga. Al retirarse lentamente la fuerza Q, la fuerza P,p disminuye a lo
largo de a linea HJ paralela a la porcion inicial del diagrama carga-deflexion de fa
varilla AD. La deflexidén final del punto A es

Sy, = M mm = 3mm = 11 mm

Como el esfuerze en la varilla CE permanecié dentro del rango eldstico, se advierte
que la deflexién final del punto C es cero.

e
e
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Figura P2.95 y P2.96

Figura P2.98

oA

2.

<4

Sabiendo que oy = 120 MPa, determine el valor maximo permisible

de la carga axial centrads P.

15

o
100 mm
¥

Figura P2,93 y P2.94

2.84  Se han perforado dos agujeros a través de una barra larga de acero que
se somete a carga axial centrada como se muestra en la figura. Para P = 32 kN, de-
termine el valor maximo del esfierzo @) en A, b} en B,

2.8%  Sabiendo gue P = 10 kips, determine el esfuerzo mdxime cuando a)
ro=0501n., & r = 0.625 in.

2.98 Sabiendo que, para la placa mostrada, el esfuerzo permisible es de 16 ksi,

0
determine el valor maxime permisible de P cuande a) » = § in., b) r = 2 in.

epus

1.6 in. 5

.
-

i
i

Figura P2.97

287 Para P = 8.5 kips, determine el minimo espesor £ de la placa que se re-
quiere si el esfuerzo permisible es de 18 ksi.

2.98 Sabiendo que el agujero tiene un didmetro de 3 in., determine #) el radio
1y de los fifetes para el que ocurre el mismo esfuerzo mdximo en el agujerc A y en
los filetes, b) la carga mdxima permisible P correspondiente si el esfuerzo permisi-
ble es de 15 ksi.



Un agujero debe perforarse en la placa en A. Los didmetros de las bro-
cas dmpembles para perforar el agujero van de 12 a 24 mm en incrementos de 3 mm.
a) Determine el didmetro 4 de la broca mds grande que punede utilizarse si la carga
permisible en el agujero debe exceder la de los filetes. &) Si el esfuerzo permisible
en lu placa es de 145 MPa, jcudl es la correspondiente carga permisible P?

12 mm
Vel 9

1125 mun

75 mm

Figura P2.99 y P2.100

2400 a)Para P = 58 kN y d = 12 mm, determine el esfuerzo maximo en
la placa mostrada. b} Resuelva el incise @, suponiendo que ne se perfora el agu-
jero en A.
2,101 La varilla cilfndrica AB tiene longitud £, = 5 ft y didmetro de 0.75 in.,
estd hecha de un acero suave que se supone elastopldstico, con £ = 29 X 10% psi y
oy = 36 ksi. Una fuerza P se aplica a la barra y después se retira para darle una de-
formacidn permanente de 8, Determine el valor maximo de Ia fuerza P y Ja méxima
cantidad 8,, a la que debe estirarse la barra si el valor deseade de §, es @) 0.1 in., £)
0.2 in.

02 La varilla cilindrica AB tiene longitud L = 6 ft y didmetre de 1.25 in.;
estd hecha de acero suave que se supone elastopldstico, con E = 20 x 10° psi y
ay == 36 ksi. Una fuerza P se aplica a la barra hasta que el extremo A se ha movido
haciz abajo en una cantidad §,,. Determine el valor méximo de la fuerza P y la de-
formacidn permanente de la barra después de que se elimina la fuerza, sabiendo que
a) 8, = 0.125in.. b) §, = 0.250 in.

2,703 La variila ABC consta de dos porciones cilindricas AB y B, estd he-
cha de acero suave que se supone elastoplistico, con £ = 200 GPay oy = 250 MPa.
Una fuerza P se aplica a la varilla v después se retira para darle una deformacién
permanente de 8, = 2 mm. Determine el valor miximo de la fuerza P y la mdxima
cantidad 8,, a Ia que debe estivarse la varilla para obtener la deformacién permanente
deseada.

A4 v
- de didmetio

30 mm
T de didmetro

Figura P2.103 y P2.104

2,304 La varilla ABC consta de dos porciones cilindricas AB y BC: estd he-
cha de acero suave que se supone elastopldstico, con £ = 200 GPay oy = 250 MPa.
Una fuerza P se aplica a la vagilla hasta que el extremmo A se ha movido hacia abajo
en una cantidad 8, = 5 mm. Determine el valor mdximo de la fuerza P y la defor-
macidn permanente de la varilla despugs de que se elimina la fuerza.

Figura P2.101 y P2.102

Problemas



4 ﬂ g-g) Esfuerzo y deformacion. Carga axial

1= B mm
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f mm
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Figura P2.105

0.7 1m

%
‘{y ]i)
Figura P2.109

2105  La varilla AB es de acero dulce que se supone elastopldstico, con E =
200 GPa y oy = 345 MPa. Luego de que la varifla se ha conectado a una palanca ri-
gida CD, se encuentra que el extremo C estd 6 mm més alto de lo debido. Una fuerza
vertical {3 se aplica a C hasta que este punio se mueve a la posicién C'. Determine
la magnitad requerida de Q y ia deflexidn 8, si la palanca debe regresar eldsrica-
menife a la posicion horizontat cuando € se retira.

2100  Resvelva ¢l problema 2.105, suponiendo que el punto de fluencia del
acero dulce es de 250 MPa.

2. 907  La varilla AB consta de dos secciones cilindricas, AC y BC, con un drea
de seccidn transversal de 2950 mm? cada vna. La porcién AC estd hecha de acero
dulce con £ = 200 GPa y op = 250 MPa, y ia porcién BC es de dcero de alta re-
sistencia con £ = 200 GPa y oy = 345 MPa. Una carga P se aplica en C como se
muesira en la figura. Si ambos aceros se suponen elastopldsticos, determine &) la mi-
xima deflexidn de C st P se incrementa gradualmente desde cero hasta 1625 kN y al
llegar ahi se reduce de muevo a cero, b) el méximo esfuerzo en cada porcién de la
varilia, ¢} la deflexién permanente de C.

4

320 mim

320 mm

Figura P2.107

2,708 Para la barra compuesta del preblema 2.107, si P se incrementa de ma-
nera gradual desde cero hasta que la deflexién en el punto C alcanza un valor md-
ximo de 8, = 0.5 y. al Uegar a este punto, se reduce de nuevo a cero, determine a)
el valor méximo de P, £) el midximo esfuerzo de cada porcién de la barra.

2.10%  Dos barras de acero templado, cada una de % in. de espesor, se unen
a una barra de acero dulce de 3 in. Esta barra compuesta se snjefa a una carga axial
centrada de magnitud P. Ambos aceros son elastoplasticos, con £ = 29 X 10° psi y
resistencias a la fluencia iguales a 100 y 50 ksi, respectivamente, para el acero em-
plado y el dulce. La carga P s¢ incrementa en forma gradual desde cero hasta que la
deformacién de la barra alcanza un valor maximo 8,, = 0.04 in., v entonces se re-
duce de nuevo a cero. Caleule @) el maximo valor de P, b} el maximo esfuerzo en
las barras de acero templado, ¢) la deformacidn permanente una vez que la carga se
retira.

2118 Para la barra compuesta del problema 2.109, si P se incrementa gra-
dualmente desde cero hasta 98 kips y entonces disminuye de nuevo a cero, determine
a) la defonmacidn médxima de la barra, b) el esfuerzo méaxime en las barras de acero
templado, ¢) Ia deformacidn permanente después de retivar la carga.



2,111 Cada cable tiene un 4rea de seccidn cruzada de 100 mm? y estd hecho
de material elastopldstico para el que oy = 345 MPa y E = 200 GPa. Una fuerza Q
se aplica en ¢l punte C de la bagra rigida ABC incrementindose gradualmente desde
0 hasta 50 kN, y entonces se reduce de nuevo a cero. Sabiendo que les cables ini-
cialmente estaban tensos, determine a) el esfuerzo mdximo que ocurre en el cable
BD, b) 1a deflexion médxima del punto C, ¢) el desplazamiento final del punto C. (Su-
gerencia: Bn el inciso ¢, considere que el cable CE no estd tenso.}

Z.112 Resuelva el problema 2.111 suponiende que los cables son reemplaza-
dos por varillas con la mista drea de seccidn transversal y del mismo material. Su-
ponga ademds que las varillas se apuntalan de tal manera que puedan soportar car-
gas de compresion.

2113  Una varitla uniforme de acero con drea de seccidn transversal A se une
a soportes rigidos v estd sin esforzar a una teraperatura de 45°F El acero puede su-
ponerse elastoplistico, con o, =36 ksi y E = 29 X 10° psi. Sabiendo que
e = 6.5 % 107%°F, determine el esfuerzo en la barra o) cuando la temperatura se
eleva a 320°F, b) luege de que la temperatura regresa a 45°F.

Figura P2.113

21414  La varilla de acerc ABC estd vnida a soportes rigidos y se encuentra sin
esforzar a una temperatura de 20°C. El acero se supone elastopldstico, con oy = 230
MPa y E = 200 GPa. La temperatura de ambas porciones de la varilla se eleva en-
tonces a 120°C. Sabiendo que o = 11.7 % 107%°C, determine ) el esfuerzo en la
porcién AC, k) la deflexion del punte C.

A = 450 sum® A =600 mm®

B

e 400 MM V’"|

]

200 mm
Figura P2.114

*2.415  Resuelva el problema 2.114, suponiendo que Ia temperatura de la va-
rilla se eleva a 120°C y después regresa a 20°C.

27118 La barra rigida ABC se soporta en dos eslabones, AD y BE, de seccidn
transversal rectangular uniforme de 37.5 % 6 mm y hechos de acero dulce gue se su-
pone elastopldstico, con £ = 200 GPa y oy == 250 MPa. La magnitud de la fierza
(3 aplicada en B se incrementa gradualmente desde cero hasta 260 kN. Sabiendo que
a = 0.640 m, determine a) el valor del esfuerzo normal en cada eslakon, b) la md-
xima deflexidn del punto B.

2.1%7 Resuelva el problema 2.116, sabiendo que ¢ = 1.76 m y gue 1a mag-
nitud de la fuerza Q aplicada en B se incrementa gradualmente desde cero hasta
135 &N,

Problemas

2m

— 1l m———1m ————>—‘

Figura P2.111

[ 264 m

Figura P2.116
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Esfuerzo y deformacion. Carga axial

*#. 778 Resuelva el problema 2.116, suponiendo que la magnitud de la fuerza
{ aplicada en B se incrementa gradualmente desde cero hasta 260 kN y después se
disminuye hasta cero. Sabiendo que a = 0.640 m, determine a) el esfuerzo residual
en cada eslabdn, &) la deflexidn final en el punto B. Suponga que los eslabones se
apuntalan de tal manera que puedan soportar cargas compresivas sin pandearse.

*2.419  Unabarra angosta de aluminio estd anida al costado de unaplaca gruesa
de acero como se muestra en la figura. Inicialmente, a una 7, = 70°F, todos log es-
Tuerzos son cero. Sabiende que la temperatura se elevard lentamente hasta 7, y en-
tonces se reducird a T determine a) la méxima temperatura 7, gue no resulta en
esfuerzos residuales, b} la temperatara T, que resultard en un esfuerzo resicual en el
aluminio igual a 58 ksi. Suponga que o, = 12.8 X 107%°F para el aluminio y
&, = 6.5 X 107%°F para el acero. Supanga, ademds, que el aluminio es elastoplds-
tico, con E = 10.9 X 10° psi y oy = 58 ksi. (Sugerencia: fgnore los esfuerzos pe-
quefios en la placa.)

Figura P2.119

2.120 La barra AR tiene un &rea de seccién transversal de 1200 mm?® y es
de un acero que se supone elastopléstico, con E = 200 GPa y oy = 250 MPa. Sa-
biendo que la fuerza ¥ aumenta desde 0 hasta 5320 kN y entonces disminuye de
nuevo a cero, determine a) la deflexién permanente del punto C, &) el esfuerzo re-
sidual en la barra.

VY

a == 120 mm

440 mm :
Figura P2,120

2.927 Resuelva el problema 2.12(, sabiendo que 4 = 180 mm.

*2.122 Para la barra compuesta del problema 2.109, determine los esfuerzos
residuales en las barras de acero templado si P se incrementa gradualmente desde
cero hasta 98 kips y entonces se disminuye nuevamente a cero.

*2,725 Para la barra compuesta del problema 2.109, determine los esfuerzos
residuales en las barras de acero templado si P se incrementa gradualmente desde
cerc hasta que la deformacidn en la barra alcanza un valor maxime 8, = 0.4 in., y
entonces se disminuye de nuevo hasta cerc,
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a) Acero al bajo carbono h) Aleacion de aluminio
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alcan?a-.

Esfuerzo normal

&) b
Figura 2.1
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Figura 2.11



" Se advirti6 en Ia secci6n 2.5 que a parte inicial del dnﬂrmn esfuer-
' Zo- defo;macmn es una lnea recta: Esto significa que para deformaciones

Esfuerzo y deformacicn. Carga axial
pequenas f:] eqtuuzo &3 due(,tamente pr{)pDiClOﬂEtI a la defmmacmn

(2.4).

Ley de Hooke
o= Ee

Madulo da

alasticidad .
Esta relacion se conoce come ley de Hooke y el coeficiente E es el mddu-
lo de elasticidad del material. Fl mdximo esfuerzo para el que Ia ecuacién
(2.4) es aplicable es el limite de proporcionalidud del material.

Los materiales considerados hasta este punto fueron isotrdpicos, es
decir, materiales en los que sus propiedades son independientes de la di-
reccidn: En la seccién 2.5 también se considerd una clase de nnternies
anisotr opzcos e decir, materiales cuyas p10pleddde<; dependen de la di-
reccién. Fueron los matériales compuestos reforzados con fibras, hechos

de ﬁbms de un material fuerte y rigido ‘embebidas en capas de un mate-

\x “rial mds débil y blando (figura 2.17). Se observé que deben utilizarse
chfe}entes modulos de e]astmdad depeﬂc Iendo de la dueccmn de 1:1 cai-

Sapa d

G 2
materm]/

Figura 2.17

Fibras

'Sz las defm maciones muaddaq en una prDbet'l p01 1a 1p11cac1on de tna

ccucra dada des1palecen cuando la carga se retira, se dice que el material
se comporta’ eldsticamente;y el maximo estuerzo pa1a el que esto ocurre
se llama el limite eldstico del’ matenal (véase seccion 2.6). Si ‘el Ifmite
eldstico se excede, el ‘esfuerzo y la deformaci6n unitaria dlsmmuyen de

' for ma lineal cuando la carga se retira y 1a deforrmacion unitaria no regre-
'sa a cero (figura 2.18), mdlcando que ha fenido lug gar una daformacz(m

Deformacion sléstica v plastica

C = ,
-~ % Buptura
per manem‘e 0 defommcmn plasnca en cl matexial. -

f i

{,f i S En Ia Seccion 2 7 se anahzo el fenomeno de fanoa que mma h fﬂlla
# / de componeﬁtes estructurales o de mdquita despugs de i gran niimero

£ de cargds repetidas; a pesar de que los esfuerzos permanezcan deutw del
rango eldstico. Un enqayo estandar de fatiga consiste en determinar el nd-

1mero £ de ciclos sucesivos de carga ¥ déscarga réqueridos para causai la
falla de un elemento para cualquier nivel dado de esfuerzo miximo o, y
graﬁcm la curva o-n resultante. BI valor de o para el que no ocire la fa-

la, aun para un ntimero mdeﬁmd‘lmente grande de ciclos, se conoce ¢o-
z‘olemncm clel nmternl umdo én el enﬂyo : i

Figura 2.18

Fatiga. Limite de tolerancia

mo ei lmure c[e

et La seccmn 2 8 s dec 100 a 11 clelelmmdcmn c[e Ls% deformacxones elas—
ums de varios tzpes de componentes esuuctumles ¥y de méquinas bajo va-
Tids' conchcmneq de cirga axial. Sé vio que §iuna vanlh de Tongitud L'y

‘secti6il transversal uniforme de dréa A s& somete, e s extremo,; /a una
ceuva axml centmda P (ﬁgum 2.22y; Ll defommmon COilGSpOHdlBﬂlC es

Geformacion eldstica balo carga axial

Sila vzmlla Se czucra en varios puntos 0 comm de varias p'u tes c!e varias
‘secciones transversales y posmlemente de distintos materiales, la defor-
macion & de la varilla debe’ expresarse como la suma de hs defonnacm—

nes de SUS palteq componentes (vedse ejempio 2 (}i)
PL SRR RN RESE TS
8wy (2.8

Figura 2.22



Repasa y resumen del capitulo 2

Tuho {Ag, Es)
A

Problemas estaticamenic indeferminados

™ Placa de extremo
| L |

Figura 2.25a

La seccidn 2.9 se dedicé a la solucién de problemas estdricamente in-
determinados, es decir, problemas en los que las reacciones v las fuerzas
internas no pueden determinarse sélo por fa estdlica. Las ecuaciones de
equilibrio deducidas del diagrama de cuerpo libre del elemento en consi-
deracién se comp]ementcuon por relaciones que involucran deformaciones
y que se obtuvieron de la geometria del plOblelTld Las fuerzas en la vari-
lla'y en el fubo de la figura 2 23a, por ejemplo, se determm'uon observan-
do, por una pu‘te que Su suIma es igual a P, 'y por [a ofra, qué causan de-
formaciones iguales’ en’ Ld lelﬂd Vv en el tubo (véase ejemplo 2 02). De .
nmanera sumlzu las redcciones en los dpoyos de ld baira de la figura 2.26 R,
no pudieron obtenerse del diagrama de cuerpo libre de la barra dnicamen-

te (véase ejemplo 2.03); pero si ‘pudieron determinarse cxpresando quc el @) b)
"lI'uUanuento totﬂl de lzt barra debe ser 1011211 acéro. R Figura 2.26
En 1:1 seccidn 2 IO se cons;deruon ploblcmas que mvoiuman cambms Problemas con cambios de temperatura

de temperatura. Primero se observd que si la temperatura e una vari-
Ha AB sin ;emtcczones de hroo L se 1nc1emema en AT su ahxgam;ento
8y = a(AT) ;L Lo (22D

donde a es'el LO@ﬁ(.I@HfB de expcms.ron térmica dei matenal Se advirtis

que la defoun’tczon umtma corlespondlente Hamada defmmacron ummw
rict re.'mtca eg - s : - .

= qAT REEREAEYEE (2 27)
v que 1o hay GS‘/HGI 20 asociado con esta C[EfOl’lll'lCiO]l Sin embaroo sila
varilla AB es restringida por soportes fijos (figura 2.354), se desarroilan

A B
Figura 2.35a

- 6§§UEIZO&> eir h varilla dl ’1UIHCHI”BJ. Ia lemperauud deb1d0 a hs Le'lccmneq

en:Jos Ropmteq Para dcteumuar la magnitud P de Ias reacciones, se des-
' 'plezlde la varilla de su Sop{ntc en B (ﬁctua 2.36) y se considera sepcuada-
mente la deformacion Srde la varilla cuando se expande libremente debi-
~do al cambio de temperatura, y la deformacion &y generada por Ta fueiza
i 1equeuda para regresarla a su longitud original, de mianéra que puéda
:-'1cconectuse con cl sopoue en B i:scubwndo quie la’deformacion total
&= 8.+ 8, es'igual a cero, se ‘obtiene una ecuacion de la que puede des-
peﬁrse P. En tanto que la deformacion final en la varilla AB es claramen-
te'cero, éste no serd, por lo general, el caso para varillas y barras que con- | I3
sistan en elementos de secciones transversales o materiales diferentes, va o)

que las deformaciones de los chvusos elementos comunmente no serdn ce-

ro [ejemplo 2.06]. - : L S Figura 2.36




Esfuerze v deformacion. Carga axial

Deformacion lateral. Relacion de Poisson

Carga multiaxial

Figura 2.42

Dilatacidn

Micdulo volumétrico

: :dzreccmn x:

Figura 2.39a

" Cuando una car. ga axial P se aplica a una bana homoﬁened y esbelta

: (ﬁcruia 2 390) causa una deformacion, no sélo 4 lo largo del e_|e de Ia ba-

1ra sino, tﬂmblen en cmlqmel duecuon fransversal (ve’me seccmn 2.11).

" Esta deformacion se conoce como clejonnauon lateral, y 1a'tazdn de la
:_deformamon lateral a la defm macién axial sé denomina’ ielaaon de Pazs-
Jon y se denom con’ u (letld Umecrq 11u) Se eacnbe R :

: deform”'tcién': mﬁtari’a 'lézteréﬂ'-

defonmcwn um[aln dxml

Recuezde que ]EL de’rorm‘lcmn ﬂxnl de la barra es £, = 7, /E ¥y se ex-
pleso como sigue 1’1 condlcion de defOHll'lClOH b’lJO una uuga axml en la

(2.:2*/}

eqe 1e<su‘it1d0 se ex{encho en la seccion 2.12 al caso de una carga

: _nmh‘zcmcrl que cause el estado de esfuerzos mostrado en la fscura 242.Ta
- condicién resultante de deformaciones unitarias se deqcnbm por.las’ si-
- guientes relaciones; que se conocen como la ley de Hooke oenemlkada

p"ua C'uga multmxmi o

G'\ vy V'O',:_::"

.,.;_,_..... irsmnamimirn s siamsniins
€, = P - (2 28)
o T R R

SC .

YU'

.-"dcfmmam .y resultard un c1erto cambzo de volumen (ve"ise secc10n 2.13).
5:_EL cambzo de. vohmzen por volmnen ummno 5& conoce como h dzlm‘amon




Figura 2.45 Figura 2.47

Como se vio en el capitulo: I, el estado de esfuerzos en v material
badjo las condiciones de carga mds génerales iiivolitcia’ esfuelzos «coftintes
ademas de es[uerzos normales (twun 2. -LS) Los estuerzos c01tantes tien:
_den a defommr un elemento ciibico de: mateual para: que. tome- la. forma
de: un: pamleleplpedo obhcuo (véase seccitr.2.14). Considerando;. pot
ejemplo los esfuerzos T“ V. TN ‘mosttados en la figura 2 AT (que sOm. iguas

- les en nﬂfrmtud) se. '1dv11t10 que ellos hacen que los dngulos. ’romﬂdos

por las Caras en 1as qué actian’ aumenten o disminuyan por un pequeno :

dngulo yy,; este ‘dngulo, expresado en radianes, define la defor Macioit
cortante coneqpondwnte a las direcciones x vy Definiendo de manera si-
- nnlzu las defoun'lclones a co1t'mte y‘_ y y,\, se escublemn hs 1el’tmones

- que sor vahdas pcua cm}qmel matenal motxoplco' homooeneo dentzo de
su. limite de p10p01c1onahdad a cortaite. La constante G se.denomina el
‘mddulo de rrgtclez del material y las: 1eIac1ones obtemdas expresan 1a ley
de Hooke para’el esfiterza y la dc)]‘mmaczon Lmzfana cor tantes. Junto con

' las eécuaciones (2.28); forman UL grapo de ecuaciones: que 1ep1€qentzm la

~ley de Hooke generalizada para un material 1sot10p1€:o homooeneo ba;o 1&

: condlcmn mas Genelahznda de’ estuewos L :

- Se estudi6 en la seccidn 2:15 que mlentlas que una carga axml ejel-

: mch én una baria eshelfa’ pmduce sélo esfuerzos normales ==tanfo axia=

" 1és como transversales— en un elemento de maleuai 011011£‘1d0 aJo }aioo

- del eje de Ta-barra; producird tanto esfuerzos normales ¢omo cort‘mtes en

Jun _elc_ment_o_ girado’ 45° (figura 2.53). También: se__ad_vnu_o que las-tres

Figura 2.53

Deformacion a cortante. Mddulo de rigidez



Esfuerzo y deformacién. Carga axial

Materiales compussios reforzados
con fibres

Frincipio de Saint-Venant

Concentracionas de esfuerzos

Deformacionss plasticas

constantes E, ¥ y & no son independientes; satistacen la relacion.

=1-+w (2.43)
26
que puede emplearse para hailar cualquiera de las tres constantes en tér-
minos de las otras dos.

Las relaciones estuerzo-deformacién para los materiales compuestos
reforzades con fibras se analizaron en una seccidn opcional (véase sec-
cidn 2.16). Se dedujeron ecuaciones similares a las ecuaciones (2.28) y
(2.36, 37) para estos materiales, pero se observé que deben utilizarse md-
dulos de elasticidad, relaciones de Poisson y mddulos de rigidez depen-
dientes de la direccion.

¥n la seccidn 2.17 se estudid el principio de Saint-Venant, el cuoal
enuncia que, excepto en la cercanfa inmediata de los puntos de aplicacién
de las cargas, la distribucidn de esfuerzos en un elemento dado es inde-
pendiente del modo de aplicacidn de las cargas. Bste principio permite su-
poner una distribucidn uniforme de esfuerzos en un elemento sometido a
cargas axiales concentradas, excepto cerca de los puntos de aphcacmn de
Iaq CEliU‘IS donde ocuirirdn concentraciones de ésfiérzos.

amblen ocurriidn concetitraciones de ésfiieizos ¢érea de las discon-

tinuidades en eletentos estructurales; como agnjeros o cambios 1epenu-
" nos en la seccién transversal (véase seccion 2.18), La razén del maximo

valor del esfuerzo que ocurre cerca de la discontinuidad sobre el esfuerzo

promedio caleulado en la séecidn critica se conoce como el factor de con-

centidcion de esfuerios de la discontinuidad y se denota con K+
K:L (2.48)

p]OI'ﬂ .

Los vﬂmes de K pfua HUHJEIOS cir cui‘ues ¥ ﬁle{es en bmws planas fueron

dados en Ta figura 2.64 en la pdgina 108,
En la seccion 2.19 se trataron las deformdciones plasz‘zcas que ocu-

“rren en elementos estructurales hechos de un material dictil cuando los

esfuerzos en alguna parte del elemento exceden la resistencia a la ceden-
cia del material. El analisis se realizé para un material elastopldstico idea-
lizado, caracterizado. por el diagrama esfuerzo-deformacion como el de la
ﬁm.ua 2 65 (vearzse gjemplos 2.13, 2.14 y 2.15): Finalmente, en la seccién

=¥ Ruptura

Figura 2.65

2. 20 se oqu Vo que cuando una estructura mdeteumnddd whe defmma—

ciones p]aquc‘ls los esfuerzos, en general, no regresail a céro dec;paes de
que la'carga se retita. 1.os esfuerzos remanentes en las distintas partes de
fa estructura se denominan esfierzos residuales y se calculan sumando los
esfuerzos maximos alcanzados durante Ia fase de carga y los esfuerzos in-
versos cortespondientes a la fase de descarga (véase ejemplo 2.16).



2.124

La tira de latén AB se encuentra unida a un soporte {ijo en A y descansa
sobre un soporte rugoso en B. S1 se sabe que el coeficiente de friccion entre la tira
y ef soporte en B es de 0.60, determine el descenso en temperatura para el cual se-
ria inminente un deslizamiento.

Tira de laton:
E =105 GPa_
o= 20 X 107%°C

3w 20w

Figura P2.124

21425 El eslabon BD estd hacho de latén (B = 15 X 10° psi) y tiene un drea
de seccidn transversal de 0.40 in® El eslabdén CE es de aluminio (£ = 10.4 X 10°
psi) ¥ tiene un drea de seccidn transversal de 0.50 in®. Determine la fuerza méxima
P que puede aplicarse verticalmente en el punto 4 si la deflexion de A no debe ex-
ceder de 0.014 in,

2,126  El alambre uniforme ABC, cuya longitud sin estirar es 2/, se conecta a
los soportes mostrados en la figura y se le aplica una carga vertical P en el punto
medio 5. 51 A es el drea de 1a seccidn transversal del alambre y E su mddule de elas-
ticidad, demuestre gue, para 6 <=7 la deflexion del punto medio B es

Figura P2.126

gy

2,127 Dos varillas cilindricas, una €D hecha de acero (E = 29 x 10° psi). ¥
otra AC hecha de aluminio (£ = 104 x [0° psi), se unen en C y son restringidas
por soportes rigidos en A y en D, Determine @) las reacciones en A y en D, b) la de-
flexion del punte C.

2,122 El poste de concreto (£, = 25 GPa y a, = 9.9 % 107%°C) estd refor-
zado con seis varillas de acero de 22 mum de didgmetro cada una (£, = 200 GPa y
a, = 11.7 % 107%°C), Determine los esfuerzos normales que s¢ inducen en el acero
y en ¢l concreto por una elevacion de 35°C en la temperatura.

} 9.01in.
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Esfuerzo y deformacién. Carga axial

Figura P2.129
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2.%29 El bloque mostrado en la figura es de una aleacién de magnesio para la
que £ = 6.5 X 10° psi y » = (0,35, Sabiendo gue o, = —20 ksi, determine a) la mag-
nitué de o, para la que el cambio en ia altura del bloque seri cero, b) el cambio co-
rrespondiente en el drea de la cara ABCD, ¢) el cambio correspondiente en el volu-
men del bloque.

} 45 in.

U Ares = 0.8 2

S Aren = 1.21in2

Figura P2.130
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2130 Sabiendo que E = 29 3 10° psi, determine @) el valor de 8 para el que
la deflexidn del punto B es hacia abajo y a la izquierda a lo largo de una linea que
forma un dngulo de 36° con la horizontal, b) la magnitud correspondiente de la de-
flexién de B.

2.13%  Se emplean alambres de acero de 3.25 mm de didmetro en A y B mien-
tras que en C se utiliza un alambre de aluminio de 2 mm de didmetro. Si se sabe
que inicialmente los alambres estdn tensos, determine la tensién adicional en cada
alambre cuando se aplica una fuerza extra P de 900 N en el punto medio del borde
inferior de la placa. Utilice E, = 200 GPa para el acero y E, = 70 GPa para el
aluminio.

2432 Las barras de acero BE v AD tienen una scccidn transversal de 6 > 18
mm caca una. Sabiendo que E = 200 GPa, determine las deflexiones de los prntos
A, By Cde la batra rigida ABC.

300 mun

U400 mm 400 1|

Figura P2.132

2,133 En el problema 2.132, la fuerza de 3.2 kN provocé que el punto C se
deflectara hacia la derecha. Utilizando e = 11.7 X 10%°C, determine ) el cambio
total de temperatura requerido para que el punto C regrese a su posicidn original,
b} la deflexidn total correspondiente de los puntos A y B.



2.7

34 La probeta de tension de acero ABCD (E = 29 X 10° psiy o, = 50
ksi) se carga a tension hasta que la deformacion mdxima es € = 0.0025. @) Ignore el
efecto de los filetes en el cambio de longitud de Ia probeta, v determine ia longitud
total resultante AD de la probeta después de que se retiva la carga. b} Luego de la re-
mocion de la carga del inciso @, se aplica una carga compresiva hasta que la defor-
macidn mixima a compresion es € = (.0020. Determine Ia longitud total resultante

AD luego de eliminar la carga compresiva.

138 La varilla uniforme BC tiene un drea de seccidn cruzada A y estd he-
cha de un acero snave que puede asumirse como elastopldstico. con médulo de elas-
ticidad £, y resistencia a la fluencia . Usando el sistema de blogue y resorte que
se muestra en la figura, se desea simular la deflexion del excremo C de la varilla con-
forme se aplica y retira gradualmente la fuerza axial P; esto es, la deflexion en los
punios C'y ' debe ser la misma para todos los valores de P. Si p es el coeficiente
de [riccion enfre el blogue y la superficie horizontal, obtenga una expresion para a)
la masa m del bloque reguerida, b) la constante ¥ del resorte requerida.

Figura P2.135

Los siguienies problemas estin di
computadera. Escriba cada progra

o estadounidenses, ¥ de taf manera qu

2.C1  Una varilla de n elementos, siendo cada elemento homogéneo v de sec-
cion transversal uniforme, sc somete a la carga mostrada. La longitud del elemento
i estd denotada por L, su drea de seccidn transversal por A, su médulo de elastici-
dad mediante F, y la carga aplicada a su extremo derecho es P;; la magnitud P, de
esta carga se supone positiva si P; va hacia la derecha, de lo contrario se considera
negativa. @) Bseriba un programa para computadora que pueda usarse para determi-
nar el esfierzo normal promedio en cada elemento, la deformacidn en cada elemento,
y la deformacion total de la varilla. b) Utilice tal programa para resolver los problemas
218y 2.19.
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2.52  La varilla horizontal AB con ambos extremos fijos tiene » elementos ho-
mogéneos de seccion lransversal uniforme. La longitud del elemento 7 se denota me-
diante L,, su drea de seccidn transversal con A, su mddulo de elasticidad con E, y
la carga aplicada a su extremo por Py; la magnitud P, de esta carga se supone posi-
tiva si P; va hacia la derecha; de lo contrario, se considera negativa. (Advierta que
P, = 0.) @) Bscriba un programa para computadora que pueda emplearse para deter-
minar las reacciones en A y B, el esfuerze normal promedio en cada elemento, y la
deformacion de cada elemento. &) Uillice dicho programa para resolver los proble-
mas 2.39 y 2.40.

2,023 La varilla AR tiene n clementos, cada uno de los cuales es homogéneo
y de seccidn transversal uniforme. El extreme A se encuentra {ijo, mientras gue existe
una separacion inicial 8y entre el extremo B y la superficie fija vertical situada a la
derecha. La longitud del eiemento i es L, su &rea de seccidn transversal A, su mo-
dulo de elasticidad se denota mediante £, ¥ su coeficiente de expansidn térmica es
;. Después de que fa temperatura de la varilla se ha auvmentado en AT, Ia separa-
cion en B se cierra y las superficies verticales ejercen fuerzas iguales y opuestas so-
bre la varilla. @) Escriba un programa para computadera que pueda usarse para de-
terminar la magnitud de las reacciones en A y B. el esfuerzo normal y la defermacion
en cada elemento. b) Utilice diche programa para resolver los problemas 2.52, 2.53,
2.55 y 2.57.

2.4 Labarra AB tiene longitud L y estd hecha a partir de dos materiales di-
ferentes con drea de seccidn transversal, mddulo de clasticidad y resistencia a la fluen-
cia dados. La barra se somete, como se muestra en la figura, a una carga P que se
incrementa gradnalmente desde cero hasta que la deformacion alcanza un valor md-
KImo 6, ¥ entonces se reduce a cero. a) Escriba un programa de cdmputo que, para
cada uno de los 25 valores de 8, uniformemente espaciados en un rango que se ex-
tienda desde 0 hasta un valor igual al 120% de la deformacidén que cause que ambos
materiales cedan, pueds emplearse para determinar el valor maxime P, de la carga,
el esfuerzo normal méximo en cada material, la deformacién permanente 8, de 1a ba-
rra, y el esfuerzo residual en cada material. ) Utilice dicho programa para resolver
los problemas 2.109 y 2.110.

Figura P2.C5

2.8  La placa tiene un orificio central que la atraviesa de lado a lado. El fac-
tor de concentracidn de esfuerzos para una barra plana bajo carga axial y con un agu-
jero central puede expresarse como:

(2?')3
D

2r 2%
K= 3006 — 3.13(-—) -+ 3.66(—) - 1.3
D D

donde r es el radio del agujere v D el ancho de la barra. Escriba un programa de
compule gue pueda uiilizarse para determinar la carga permisible P para valores da-
dos de r. D, el espesor 7 de la bara y el esfuerzo permisible @, del material. Si se
sabe que ¢ = l in., D =301y dpm = 16 ks, determine la carga permisible P para
valores de r desde 0.125 in. hasta (.73 in., con incrementos de 0.125 in.

2.58  Un cone sélido truncado es sometido a una carga axial P como se mues-
tra en la figura. Bl alargamiento exacto del cono es (PLY{2wc’E). Reemplazando
el cono mediante # cilindros circulares de igual espesor, escriba un programa para
compuiadora que pueda usarse para calcular el alargamiento del cono truncado. De-
termine el porcentaje de error en la respuesta obtenida por el programa si se usa
ayn=4060n=12 ¢)n =60



iones gue causa.’

detormac

i

i

o
o
B
85
S0
W
S
e =]
c
T
sE
©
H it
BIRs
L
T
g
@
P
o
£
B
T
=
=
8
Fﬂ.
g
=
e
T
o
9
o)
M
B
o
LEEE
o
w
Ot

.]'E_S‘tﬁ'CfIO:_de. la‘torsion y de los e.é_;fu_ér"zds'

ica mos

ica g
r

éct

droel

itulo se ded

 En laplanta h

" Este cap




Torsién

o bk
3.1

En los dos capituios anteriores se estudid como calcular los esfuerzos y las
deformaciones en elementoes estructurales sometidos a cargas axiales, es de-
cir, a Tuerzas dirigidas a lo largo del eje del elemento. En este capitulo se
analizardn los elementos estructurales y partes de maquinaria que se encuen-
tran en torsion, Mas especificamente, se estudiardn los esfuerzos y las defor-
maciones en elementos de seccidn transversal circular sometidos a pares de
torsidm, o momentos torsoves, Ty T (figura 3.1). Estos pares tienen una mag-
nitud igual a Ty sentidos opuestos. Son cantidades vectoriales que pueden
represeatarse mediante flechas curvas, como en la figura 3.1a, o por vecto-
res de par come en la figura 3.15.

Figura 3.1

1.os elementos sometidos a torsion se encuentran en muchas situaciones
de ingenieria. La aplcacidén mds comdn la representan los efes de transmi-
sidn, que se emplean para transniitir potencia de un punto a otro. Por ejem-
plo, el eje mostrado en la figura 3.2 se utiliza para transmitir potencia del
motor a las ruedas traseras de un automoévil. Estos ejes pueden ser solidos,
como el que se muestra en la figura 3.1, o huecos.

Figura 3.2 En el tren de transmisidn automotriz que se muestra, el eje transmite poten-
cla desde ef motor hasla las ruedas traseras.
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Figura 3.3

Considere el sistema gue se presenta en la figura 3.3a, que consisle en
una turbina de vapor A y un generador B conectados por un eje de trans-
misidén AB. Separando el sistema en sus tres partes componentes (figura
3.3b), puede verse gue la lurbina ejerce un par de torsidn o momento tor-
sor T sobre el eje y que el eje gjerce un par igual sobre ¢l generador. Fl
generador reacciona ejerciendo un par de torsién igual y opuesto T' sobre
el eje, v el eje ejerce la torsion T’ sobre la turbina.

Primero se analizardn los esfuerzos y las deformaciones que ocurren en
ejes circulares. En la seccién 3.3 se demostrard una propiedad importante
de los ejes circulares: cuande un eje circular se somete a torsion, todas las
secciones transversales permanecen planas y sin distorsidn. En otras pala-
bras, mientras que las diversas secciones transversales a lo largo del eje gi-
ran a través de distintos dnguloes, cada seccidn transversal gira como una pla-
ca sdlida rigida. Esta propiedad permitird determinar la distribucidn de los
esfuerzos cortantes sobre un eje circular y obtener en conclusion gue la de-
Jormacidn a cortante varia linealmente con la distancia desde el efe de la
fecha.

3.1 Introduccidn




Forsion

Considerando las deformaciaones en el rango eldstico y utilizando la ley
de Hooke para el esfuerzo cortante y la deformacioén a cortante, se determi-
rard ta distribucion de esfuerzos cortantes en un eje circular y se deducirdn
las fornudlas para la torsidn eldstica (véase seccidn 3.4).

En la seccidn 3.5 se aprenderd a enconirar el dngulo de giro de un eje
circular sujeto a un par de torsidn dado, suponiendoe otra vez deformaciones
elasticas. La sofucidn de problemas que involucran efes estaticamente iinde-
rerminados se considerard en la seccidn 3.6.

Hn [a seccidn 3.7 se estudiard el disefio de efes de transmision. Para lo-
grar ef disefio, se aprenderd a determinar las caracterfsticas fisicas requeridas
de un eje en términos e su velocidad de rotacidn y de la potencia que debe
ser transmitida.

Las férmulas de torsion no pueden usarse para determinar los esfuerzos
cerca de secciones donde los pares de carga se aplican o cerca de una sec-
cidn donde ocurre un cambio abrupto en el didmetro del eje. Mds atin, estas
formulas se aplican dnicamente dentro del rango eldstico del material.

En la seccién 3.8 se aprenderd a calcular las concentraciones de esfuer-
zos donde ocurre un cambio abrupto en el didmetro del eje. En las secciones
3.9 a 3.11 se considerardn los estuerzos y las deformaciones en ejes circula-
res hechos de un material dictil cuande se excede el punto de cedencia del
material. Se aprenderd, entonces, a determinar las deformaciones pldsticas
permanentes v 1os esfirerzos residuales que permanecen en un eje después de
que se le ha cargado mds alld del punto de cedencia del material.

En las dltimas secciones de este capitulo se estudiard la iorsida de ele-
mentos no circuiares (seccidn 3.12) vy se analizard la distribucidn de estuer-
z0s en elementos huecos no circulares de pared delgada (seccién 3.13).

Considerando un eje AB sometidc en A v en B a pares de torsion T y T'igua-
les y opuestos, se efectlia un corte perpendicular al eje de la flecha en algiin
punio arbitrario € (figura 3.4). El diagrama de cuerpo libre de la porcidn BC
del eje debe incluir Ias fuerzas cortantes elementales dF, perpendiculares al
radio del eje, que la porcidn AC ejerce scbre BC al torcerse el eje (figara

Figura 3.4



3.5a). Pero las condiciones de equilibrio para BC requieren gue el sistema
de estas fuerzas elementales sea equivalente a un par de torsién interno T,
igual y opuesto a T’ (figura 3.55). Denotando con p la distancia perpendicu-
iar desde la fuerza J¥ al eje de la flecha, v expresando que la suma de mo-
mentos de las fuerzas cortantes dF alrededor del gje es igral en magnitud al
par F, se escribe

Jpdih =T

0, ya que dF = 1 dA, donde 7 es el esfuerzo cortante en ¢l elemento de
area oA,

[p(rdA) =T (3.1)

A pesar de que la relacidn obterida expresa una condicidn importante
que deben satistacer los esfuerzos cortantes en cualquier seccién transversal
del eje, o indica cémo estdn distribuidos estos esfuerzos en la seccion trans-
versal. Debe observarse, por lo tanto, como ya se hizo en la seccidn 1.5, gue
la distribucidn real de esfuerzos bajo una carga dada es estdticamente inde-
ferminada, es decir, que esta distribucion no puede determinarse por los mé-
todos de la estdtica. Sin embargo, habiendo supuesto en la seccién 1.5 que
los esfuerzos normales producidos por una carga axial centrada estaban dis-
tribuidos uniformemente. se encontrd después (véase seccidén 2.17) que esta
suposicién estaba justificada, excepto en la cercania de cargas concentradas.
Una suposicion similar con respecto a la distribucidn de esfuerzos cortantes

flje de la flecha - R,

Figura 3.6

en un eje eléstico estaria equivocada. Debe evitarse cualquier juicio con res-
pecto a la distribucidn de esfuerzos en un eje hasta que se hayan analizado
las deformaciones que se producen en el mismo. Esto se efectuard en la si-
guiente seccidn.

Debe hacerse una observacion mds en este punto. Como se indicé en ia
seccidon 1.12, el cortante no puede terer lugar tinicamente en un plano. Con-
sidere el pequeiio elemento de eje mostrado en la figura 3.6. Se sabe que el
par de torsidn aplicado al eje produce esfuerzos cortantes 7 en las caras per-
pendiculares al eje de la flecha. Pero las condiciones de equilibrio estudia-
das en la seccidn 1.12 requieren de la existencia de esfuerzos iguales en las
caras formadas por los dos planos que contienen al cje de la flecha. Puede
demostrarse que tales esfuerzos cortantes octren en realidad en la torsidn

3.2 Analisis preliminar de los esfuerzos

Figura 3.5

an un eje
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Figura 3.8

Figura 3.9

Figura 3.7

congiderando un “eje” elaborado de duelas separadas sujetas con pasadores
en ambos extremos a discos, como se muestra en la figura 3.7q. Si se pintan
marcas en dos duelas adyacentes, se observa que las duelas se deslizan una
con respecto a la otra cuando se aplican pares iguales y opuestos a los extre-
mos del “gje” (figura 3.75). Aungue no ocurrird deslizamiento en un eje de
un material homogéneo y cohesivo, la tendencia al deslizamiento existird, lo
cual muestra que cewren esfuerzos en planos longitudinales asf como en los
planos perpendiculares al eje de la flecha.+

3.3 DEFORM =S EN UN EJE CIRCULAR

Considere un eje circular unide a un soporte fijo en uno de sus extrernos (fi-
cura 3.8a). Si se aplica un par de torsion T al otro extremeo, el eje se torce-
i al girar su extremo libre a través de un dngulo ¢ llamado dngulo de giro
{figura 3.8h). Esto significa que, dentro de un cierio rango de valores de T,
el dngulo de giro ¢ es proporcional a 7. También muestra que ¢ es propor-
cional a la longitud L del eje. En otras palabras, el dngulo de giro para un
eje del mismo material v con la misima seccidn transversal, pero del doble de
longitud, se duplicard bajo el mismo par de torsion T. Un propésito de este
andlisis serd encontrar ia relacidn especilica que existe entre ¢, L y T otro
propésito serd determinar la distribucién de esfuerzos cortantes en el eje, que
no fue posible obtener sélo con base en la estdtica en la seccidn precedente.

En este punto, debe sefialarse una propiedad importante de los ejes circu-
lares: cuando un eje circular se someie a torsidn, fodas sus secciones trans-
versales permanecen planas y sin distorsicn. Dicho de otra manera, aunque
las distintas secciones transversales a lo large del eje giran diferentes canti-
dades, cada seccidn transversal gira como una placa sdlida rigida. Esto se
ilustra en la figiva 3.9¢, que mueastra las deformaciones en un moedeio de cau-
cho sometido a torsion. La propiedad que se analiza en este momento es ca-
racteristica de ejes circulares, sdlidos o hueces. Y no la comparten los ele-
mentos con seccidn transversal no circular. Por ejemple, cuando una barra
con seccién transversal cuadrada se sujeta a torsion, sus distintas secciones
transversales se tuercen v no permanecen planas (figura 3.90;.

T La torcedura de un tubo de cartdn que se ha ranurade a lo largo es otra demosiracidn de la exis-
tencia de esfuerzos cortantes en los planos longitudinales.



Las secciones transversales de un eje circular permanecen planas y sin
distorsion debido a que un eje circular es axisimétrico, es decir, su aparien-
cia es la misma cuando se ve desde una posicion fija y se gira alrededor de
su eje por un dnguio arbitrario. {Las barras cuadradas, por otre lado, conser-
van la misma apariencia sélo si se Jes gira 90° o 180°.) Como se verd a con-
tinuacion, la simetria axial de los gjes circulares puede emplearse para pro-
bar tedricamente que sus secciones transversales permanecen planas y sin
distorsion.

Considere los puntos 'y D localizados en la circunferencia de una sec-
cidn transversal del eje, y sean €' y D' las posiciones que ocupan después
de que el eje ha sido torcido (figura 3.10). La simetr{a axial del eje y de la
carga requiere que la rotacion que hubiera causado que D llegara a C ahora
debe llevar a que D' Hegue a C'. Por lo tanto € y D' deben estar en la cir-
cunferencia de un circulo, y el arco "D debe ser igual al arco CD (véase
figura 3.105). Ahora se examinard si el circule donde se encuentran 7 y L
es diferente del efrculo original. Suponga que €' y D' si estdn en un circulo
diferente y que el circulo nuevo estd a la izquierda del circulo original, co-
mo se muestra en la figura 3.105. La misma situacion prevalecerd para cual-
quier otra seccién transversal, va que todas las secciones transversales del eje
astdn sometidas al mismo par de torsién interno 7 de esta manera un obser-
vador que vea al gje desde su extremo A concluird gue la carga provoca que
cualquier circulo dado dibujado sobre el eje se alefe. Por el contraric, para
un observador localizado en B, para quien la carga dada se ve igual (un par
en sentido horario en primer plano ¥ un par en sentido antihorario al fondo)
llegard a la conclusién opuesta, es decir, que el circulo se mueve facie €l
Esta contradiccion prueba que la suposicidn era equivocada y que C' y D' se
encuentran en el misme circulo que C y que D Por lo tanto, al ser torcido
et gje, el circrlo original sélo gira sobre su propio plano. Ya que el mismo
razonamiento puede aphicarse a cualquier circule concéntrico més pequefio
localizado en la seccidn transversal bajo consideracion, se concluye que to-
da la secciodn transversal permanece plana (figura 3.11).

El anterior argumento no excluye la posibilidad de gue los distintos circu-
los concéntricos de la figura 3.11 giren en cantidades diferentes cuando se
tnerce el gje. Pero s1 ése fuera el caso, un didmetro dado de la seccién trans-
versal serfa distorsionado en una curva que se verfa como se muestra en la
figura 3.12a. Un observador que viera esta curva desde A concluiria que las
capas externas del eje se tuercen mas que las internas, mientras que un ob-
servador colocado en B concluird le contrario (figura 3.1254), Esta inconsis-
tencia permite concluir que cualquier didmetro de una seccidn transversal da-
da permanece recto (figura 3.12¢} v, por lo tanto, gue cualguier seccion
transversal dada de un eje circular permanece plana y sin distorsidn.

3.3 Deformaciones en un ele circular 4 27

Figura 3.10

Figura 3.11

Figura 3.12



Torsion Este andlisis hasta ahora ha ignorado el modo de aplicacidn de los pares
torsores T y . Si redas las secciones del gje, desde un extremo hasta ef
otro, deben permanecer planas y sin distorsion, es necesario asegurarse de
que los pares se aplican de tal manera que los extremos mismos del eje per-
manezean planos v sin distersion. Esto puede lograrse aplicando los pares T
v T a placas rigidas, que se encuentren sélidamente unidas a los extremos
del eie (figura 3.13a). Sélo asi puede estarse seguro de que todas las seccio-
nes permanecersdn planas y sin distorsién cuando la carga se aplique, y que
las deformaciones resultantes ocurrirdn de manera uniforme a Jo largo de to-
do el eje. Todos los circulos igualmente espaciados, que se muestran en la fi-
gura 3.13¢, giraran en la misma cantidad en relacion con sus vecinos, y ca-
da una de las lineas rectas se convertird en una curva (hélice) que interseca
los distintos circuies con el mismo dngulo (figura 3.135).

Las deducciones dadas en esta seccion y en las siguientes se basardn en
la suposicion de placas rigidas en los extremos. Las condiciones de carga en-
contradas en la prictica pueden diferir de manera considerable de las corres-
pondientes al modelo de la figura 3.13. El mérito principal de este modelo
Figura 3.13 es que ayuda a definir un probfema de torsién para el que puede obtenerse
una solucién exacta, de la misma manera que el modelo con placas rigidas
en los extremos de la seccion 2.17 hizo posible que se definiera un proble-
ma de carga axial que pudiera resclverse con facilidad y exactitud. Gracias
al principio de Saint-Venant, los resultados obtenidos para el modele ideali-
zado pueden extenderse a la mayor parte de las aplicaciones de ingenieria.
Sin embargo, deben mantenerse en la mente estos resuliados asociados con
el modelo especifico que se muestra en la figura 3.13.

Ahora se determinard la distribucion de las deformaciones a cortante en
un eje circular de longitied L v radio ¢ que ha sido girado en un dngulo ¢ (fi-
gura 3.14q). Desprendiende del eje un cilindro de radio p, considere el pe-
quefio cuadrado formado por dos circulos adyacentes y dos lfneas rectas ad-
yacentes trazadas en la superficie del cilindro antes de que se aplique carga
alguna (figura 3.145). Al someterse el eje a una carga de torsion, el elemen-
to se deforma para convertirse en un rombo {figura 3.14¢). Ahora, recuerde
que en la seccidn 2.14 se vio que la deformacidn unitaria cortante y en un
elemento dado se mide por el cambio en los dngulos formados por los lados
de dicho elemento. Ya que los circulos que definen dos de los [ados del ele-
mento considerado aqui permanecen sin cambio, Ia deformacion en corte vy
debe ser igual al dngulo entre las lineas AB v A'B. (Recuerde que vy debe ex-
presarse en radianes.)

Ea la figura 3.14¢ se observa que, para valores pequeiios de y puede ex-
presarse la longitud de arco AA’ como AA’ = L. Pero. por otra parte, se tie-
ne que AA" = pd. Se deduce que Ly = p¢, 0

v 2 (3.2)

7

donde v y ¢ estdn, ambos, expresados en radianes. La ecuacién obtenida
muestra, como podria haberse anticipado, que ia deformacidn a cortante y en
un punto dadoe del eje en torsicn es proporcional al dngule de giro ¢, Tam-
bién muestra que -y es proporcional a la distancia p desde el eje de la flacha
hasta el punto bajo consideracidn. Por lo tanto, la deformacidn unitaria a
corfe en una flecha circular varia linealmente con la distancia desde el eje
Figura 3.14 de la flecha.




Se deduce de la ecuacion (3.2) que la deformacion a cortante es maxi-
ma en la superficie del eje, donde p = ¢. Se tiene que

cp

3 (3.3)

Vdy —

Eliminando ¢ de las ecuaciones (3.2} v (3.3}, puede expresarse la deforma-
cién a cortante y a una distancia p del cje de la flecha como

e
L :.: Y max (34)

Hasta el momento ninguna relacién esfuerze-deformacién en particular se ha
supuesto para el andlisis de ejes circulares en torsién. Censidere ahora el ca-
so en que el par de torsién T es tal que todos los esfuerzos cortantes en el
gje se encuentran por debaje de la resistencia a la cedencia 1. Se sabe, por
el capitulo 2, gue esto significa que los esfuerzos en el eje permanecerdn por
debajo del limite de proporcionalidad y también por debajo del limite elds-
tico. Por lo tanto, se aplicard fa ley de Hooke y no habrd deformacién per-
manenie,

Aplicando la ley de Hooke para el esfuerzo y la deformacidn a cortante
de la seccidn 2.14, se escribe

T = Gy (3.5

donde (7 es el modulo de rigidez o médulo de corte del material, Multiph-
cando ambos miembros de la ecuacidn (3.4) por G, se escribe

0
Gy = —(; G?méx

0, utilizando la ecuacion (3.5),
_T = E__ T mdx (36)

La ecuacién obtenida muestra que, mientras la resistencia a la cedencia (o el
ifmite de proporcionalidad) no sea excedida en ninguna parte de una flecha
circular, el esfuerzo cortante en la flecha varia linealmente con la distancia
p desde el eje de la flecha. La figora 3.15a muestra la distribucion de estuer-
zos en un gje circular de radio ¢, y la figura 3.15h la muestra en un eje circu-
lar hueco de radio interior ¢, y radio exterior ¢,. De la ecuacidn (3.6) se en-
cuentra que, en el segundo case,

= 3.7
c T mix ( . )

Toin =

3.4 Esfuerzos en el rango elasiico

Figura 3.15

-

i




Tarsion

)

Figura 3.15 {repetida)

Recuerde ahora que en la seccién 3.2 se vio que la suma de los momen-
tos de tas fuerzas elementales ejercidas sobre cualguier seccion transversal
del eje debe ser igual a la magnitud T del par ejercido sobre el eje:

Jop(rdA) =T 3.1

Sustituyendo 7 de la ecuacion (3.6) en Ja ecuacidn (3.1), se escribe
T = [prdA = '—“Ci_‘iifp%m

La integral en el dltimo miembro representa el momento polar de inercia J
de la seccion transversal con respecto a su centro (. Se tiene entonces gue

- Tmﬁx‘] -
T = (3.8)
c
0, despejando para T
Te
Tmfi.x. - 7 {39)

Sustituyendo 7, de la ecuacidn (3.9) en la ecuacidon (3.6). se expresa el mo-
mento cortante a cualquier distancia p del gje de la flecha como

{3.10)

Las ecuaciones (3.9} y (3.10} se conocen como las formulas de torsion elds-
tica. Recuerde de la estitica que el momento polar de inercia de un circulo
de radio ¢ es J = £ wr¢*. En el caso de un eje circular hzeco de radio interior
¢, ¥ radio exterior ¢,, el momento polar de inercia es

[y

e} = dm{ch = ¢f) (3.1

£I|—

!
J = sc

Note que, si se emplean unidades métricas def SI en fa ecuacién (3.9) o
en la (3.10), T se expresard en N * m, ¢ 0 p en metros y J en m*; se verifi-
ca que el esfuerzo cortante resultante se exprese en N/m?, es decir, en pas-
cales (Pa}. Si se emplean las unidaces acostumbradas en Estados Unidos, T
deberd expresarse en 1b - in., ¢ 0 p enin., y J en in.*, con el esfuerzo cortan-
te resultante expresado en psi.



Un eje cilfndrico hueco de acerc mide 1.5 m de longitud v tiene
didmetros interior y exterior iguales a 40 y 60 mm, respectiva-
mente {figura 3.16}. a) (Cudl es el maximo par de torsidn que
puede aplicarse al gje si el esfuerzo cortante no debe exceder 120
MPa? b) i Cudl es el valer minimo correspondiente del esfuerzo
corlante en el eje?

(3.12)

Recuerde gue el momento polar de inercia J de la seccidn lransver-
sal es dado por la ecuacién (3.11), donde ¢; = (40 mm) = 0.02 m
y o = 3{60 mm) = 0.03 m, y s¢ escribe

J=1a{ct = ¢l = 1w (0.03* ~ 0,024 = 1.021 ¥ 10" m*

Sustituyendo J ¥ 1,4 en la ecvacién (3.12) v haciende ¢ = ¢,
= (.03 m, se tiene

A
: % [0 wan

/> 7 = . T (1021 X 107" m")(120 % 10°Pa)
2 <] B C 0.03 m

1.5 m g‘*

=408 kN - m

Figura 3.16

fuerzo minimo de oo El valor minime del es-
fuerzo cortante ocurre en la superficie interior del eje. Se obtie-
ne de la ecuacién (3.7), que expresa que Ty, ¥ Tma SOR Tespecti-

vamente proporcionales a ¢ y ¢!

g} Méxlmo par de forsion permisible. Bl méximo par
permisible T que puede aplicarse al eje es el par para el que
Toax = 120 MPa. Come este valor es menor que la resistencia de ! 0.02m
Tmix = ‘ : Fque i ; Toin = — T = ——— (120 MPa) = 80 MPa
cedencia del acero, se puede usar la ecnacion (3.9}, Despejando 5 0.03m
T de esta ecuacidn, se tiene

Las férmulas de torsién (3.9) v (3.10) se dedujeron para un eje con sec-
cion transversal circular uniforme sometido a pares torsores en sus extre-
mos. Sin embargo, también pueden utilizarse para un eje con seccién trans-
versal variable o para un eje sujeto a pares de torsidn en lugares distintos
de sus extremos {figura 3.17a). La distribucién de los esfuerzos cortantes en
una seccidn transversal S dada del eje se obtiene de la ecuacidn (3.9), don-
de J denota el momento polar de inercia de esa seccidn, y donde T repre-
senta el par de torsidn interno en esa seccidn. El valor de T se obtiene di-
bujando el diagrama de cuerpo libre de la porcién de eje localizada de un
fado del corte (figura 3.17b) y escribiendo que la suma de los pares aplica-
dos a esta porcidn, incluyendo el par interno T, es cero (véase problema mo-
delo 3.1).

Hasta este punto, el andlisis de esfuerzos en un eje se ha limitado a los
esfuerzos cortantes. Esto se debe a que el elemento que se selecciond estaba
orientado de tal manera que sus caras eran paralelas o bhien, perpendiculares
al eje de la flecha (figura 3.6). De anilisis anteriores (véanse secciones 1.11
vy 1.12) se sabe que los esfuerzos normales, los esfuerzos cortantes o una
combinacién de ambos pueden encontrarse bajo Ja misma condicién de car-
ga. dependiendo de la orientacion del elemento elegido. Considere los dos
elementos a y b localizados en la superficie de un eje circular sometido a tor-
sidn (figura 3.18). Comeo las caras del elemento a son respectivamente para-

Figura 3.17

e
i
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Figura 3.18

n
Tt | : .
B SN ep _ﬁ ‘ =5
BRI Pt
) i)
Figura 3.19

- i
Pokin = T( 50

Figura 3.20

Ielas y perpendiculares al eje de la flecha, los tinicos esfuerzos en el elemen-
to serdn los esfuerzos de corte definidos por la formula (3.9}, especifica-
mente .4, = Jc¢/J. Por otro lado, Tas caras del elemento b, que forman 4n-
gulos arbitrarios con el eje de la flecha, estardn sujetas a una combinacion
de esfuerzos normales y cortantes.

Considere €] caso particular de un elemento ¢ (que no se muestra) a 45°
al eje de la flecha, Para determinar los esfuerzos en las caras de este elemen-
to, se consideran los dos elementos triangnlares mostrados en la figura 3.19
v se dibujan sus diagramas de cuerpo libre. En el caso del elemento de la fi-
gura 3.19q, se sabe que los esfuerzos ejercidos en las caras BC'y BD son los
esfuerzos cortantes 1., = 7¢/J. La magnitud de las fuerzas cortantes corres-
pondientes es, por lo lanto, 7,4, donde A, denota el drea de Ia cara. Ob-
servando que las componentes a lo largo de DC de las dos fuerzas cortantes
son iguales y opuestas, se conciuye que la fuerza I ejercida sobre DC debe
ser perpendicular a esa cara. Es una fuerza de tension, y su magnitud es

F = 2(7 0 Ag)cos 45° = 7,04 V2 (3.13)

El esfuerzo correspondiente se obtiene dividiendo la fuerza / entre el drea A
de la cara DC. Observando que A = Ao\/i, se escribe

F Tm:ixAU\/i a
o= =L g (3.14)

- A AG'\/'E mdx

Un andlisis similar del elemento de fa figura 3.195 muestra que el esfuerzo
sobre la cara BE es o = —7,,. Se concluye que los esfuerzos ejercidos so-
bre las caras de un elemento ¢ a 45° al eje de la flecha (figura 3.20) son
esfuerzos normales iguales a 7.4 Asl, mientras que el elemente ¢ en la
figura 3.20 estd en cortante puro, el elemento ¢ en la misma figura estd so-
metido a esfuerzos de tension en dos de sus caras, vy a un esfuerzo de com-
presién en las otras dos. También se advierte que todos los esfuerzos involu-
crados tienen la misma magnituad, Te/J. T

Como se vio en 1a seccidn 2.3, los materiales ddctiles generalmente fa-
llan a cortante. Por lo tanto, cnando estd sujeta a torsidn, una probeta J he-
cha de un material déctil se rompe a lo largo de un plano perpendicular a su
eje longitudinal (figura 3.21a). Por otro lado, los materiales fragiles son mds
débiles a tensidn que a corte. Por ello, cuando se somete a torsion, wna. pro-
beta de un material fragil tiende a fracturarse a lo largo de superficies per-
pendiculares a la direccidn en ue la tensién es mdxima, esto es, a lo largo
de superficies que forman un dngulo de 45° con e} eje del espécimen (figu-
ra 3.21h).

Figura 3.21

¥ Los esfuerzos en elemenios con orientacion arbitraria, como el elemenio & de 1a fgura 3.18, se
estudiardn en el capitulo 7.
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El eje BC es hueco y tiene didmetros interior y exterior de 90 mm y 120 mm, res-
pectivamente. Los ejes AB y CI son sélidos y de didmetro d. Para la carga mostra-
da en la figura, determine @) los esfuerzos cortantes mdxime y minimo en el eje BC.
b) el didmetro o requerido en los gjes AB y CD si los esfuerzos corlantes permisibles
en estos ejes son de 65 MPa.

Ty =0kN . w

S@LDU% 4 .

5 de estatica.  Denotando con T,y ¢l par de torsidn en el eje AB, se
hace un corle en el eje AR y, para el cuerpo libre mostrado, se escribe

EM, =0 (6N m) ~ T,y =0 Ty =0kN-m
Ahora se corta en el eje BC vy, para el cuerpo libre mostrado en la figura, se tiene

EM. =0 {(6kN-m)+ {l4kN -m})—~ T3-=0 Toe = 20kN - m

je A, Para este eje hueco se tiene

i

[(0.060)* ~ (0.045)*] = 13.92 X 107° m*

SR

(3 —ci) =

b | 3

Fsfuerzo corfanie mdximo.  En 1a superficie externa, se tiene

Tyces  (20LN - m)(0.060 m)
J 1392 % 10t m?

= 862 MPa <

Toax & T2 ™ T s
¢y =45 mm

Esfuerzo coripnie minimea,  Se sabe que los esfuerzos son proporcionales a la
¢a = G0 mm distancia del eje de la flecha.
o Tmta _ 45 mm

862 MPa 60 mm

-
Y 'min

- T = 04.7 MiPa &

T min 2

Fies AB v C8. Se advierte que en ambos ejes la magnitud del par de tor-

&, I
siones T'= 6 kN - m y 7y = 65 MPa. Denatande con c el radio de los jes, se es-
cribe
Tc 6 kN -
T o= 2 65 MPa = ﬂ
J T
2.
2

F =588 X 107%w’ c=7389X%X 10" m

d = 2¢ = 2{38.9 mm) d=T77.8mm <4

e,
&3
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El disefio preliminar de un eje grande gne conecta a un motor con un generador re-
quiere el uso de un eje hueco con didmetros interior y exterior de 4 in. y 6 in., res-
pectivamente. Sabiendo gue el esfuerzo cortante permisible es de 12 ksi, determine
el maximo par que puede ser transmitide ) por et eje como fue disefiado, b) por
un eje so6lido del mismo peso, €} por un eje hueco del mismo peso y de 8 in. de did-
metro exterior.

fize disefiado. Para el eje hueco se tiene gue

[(3in.)* — (2 in.}'] = 102.1 in.*

.
i
9 | 3
o
[}
I
H
~
==
Il
g

Utilizando la ecuacidn (3.9} se escribe

T =408 kip - in. =

Tmax
J

5. Eje sélido ds igeal peso.  Para que el eje como se disefid y este eje sdlido
tengan el mismo peso y longitud, las dreas de sus secciones transversales deben ser
iguales,

Ay = Ay

#[{3iny — 2in)’] = wc ¢y = 2.24 in.

Lt
wa

Ya que Tpem, = 12 ksi, se escribe

Tes

3

T(2.24 in.
2k = LEZAM o p i,

—{(224in )’

&~

Toie =
max
J

e. Bje hueco con § in. de didmetro. Para un peso igual, nuevamenie deben
ser iguales las dreas de las secciones transversales. Se determina el didmetro interior
del eje a partir de

w[(3in) — (2in.)] = #{(4in.)* — 3] o5 = 3317 in.

) Para ¢s = 3317 in.y ¢y = 4 in,,
cy=din

J= Slin) = (3317 in)'] = 202

p
{ . ,
Con Ty, = 12 ksi y ¢y = 4in,,
T
4= 12 ksi N3 in) 636 kip - in. €
Towie = —— Z2ksl = e T = 636 Kip - in. =
N 212 in? :
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i «) Para la carga vy el eje hueco mostradoes en la figura, determine el ma-

i
ximo esfuerzo cortante. ) Determine el didmetro de un eje sélido para el que el
mdximo esfuerzo cortante bajo Ia carga mostrada sea el mismo del inciso a.

.2 a) Determine el par de torsién que puede aplicarse a un eje solido de 3.6
in. de didmetro exterior sin exceder un esfuerzoe cortante permisible de 10 ksi. &) Re-
suelva el incise ¢ suponiendo que el eje sdlido se reemplaza por un eje huece de la
migma masa y 3.6 in. de didmetro interior.

« 3.3 Determine el par de torsion T que causa un esfherzo cortante maximo de
80 MPa en el eje cilindrico de acero que se muestra en Ia figura.

2% mm

Figura P3.3 y P3.4

« 3.4 Parael gje cilindrico que se muuestra en la figura, determine el méximo es-
fuerzo cortante causado por un par de torsidn con magnitud T = 1.5kN - m.

~ 3.5 a)Para el cilindro sélido de 60 mm de didmetro v Ia carga que se mues-
tran en fa figura, calcule el mdximo esfuerzo cortante. &) Determine el didmetro in-
tertor del cilindro hueco, de 80 mm de didmetro exterior, para el que el maximo es-
fuerzo es el mismeo del inciso a.

+ 3.8 g) Determine el par de torsién que puede aplicarse a un eje sdlido de 20
mm de didgmetro sin exceder un esfuerzo cortante permisible de 80 MPa. &) Resuelva
el inciso a suponiendo que al eic sdlido se le reemplaza con un eje hueco de la misma
drea de seccidn transversal y didmetro interior igual 2 la mitad de su propio didme-
tro exterior,

~ 3.¥ Bl vdstago sdlido AB tiene un didmetro d, = 1.5 in. v estd hecho de un
acero que tiene esfuerzo cortante permisible de 12 ksi, mientras que la manga CD es
de Iatdn y tiene un esfuerzo cortante permisible de 7 ksi. Determine el par de torsidn
T mdximo que puede aplicarse en A.

3.8 El vistago sélido AB estd hecho de un acero gue tiene esfuerzo corlante
permisibie de 12 ksi, mientras que la manga CD es de latdn y tiene un esfuerzo cor-
tante permisible de 7 ksi. Determine «) el par de torsidn T médximo que puede apli-
carse en A si no debe excederse el esluerzo cortante permisible en la manga CD, b)
el valor requerido correspondiente del didmetro d; en el vistage AB.

L
. 2.4 in.
P

{ L6 in.
i

/f

Figura P3.1

B0 mm
e

Figura P3.5

5 in.

:/i = 0.25 in,

3 i

Figura P3.7 y P3.8

v
o
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¢ 3.8  Sise sabe que cada uno de ios ejes AB, BC vy CD consta de una varilla cir-
cular sdlida, determine a) el eje en el que ocurre el méiximo esfuerzo cortante, &) la
magnitud de dicho esfuerzo.

2400 1 - in.,
N

B00 T - in.y iy : dep = 1.2 .

dyp = 08in.
A

Figura P3.9 y P3.10

3

310 Si se sabe que un agujero de 0.40 in. de didmetro ha sido perforado en
los ejes AB, BC y €D, determine a) el eje donde ocurre el mdxime esfuerzo cortante,
b) la magnitud de tal esfuerzo.

* 311 Los pares de torsidn mostrados en la figura se ejercen sobre las poleas
A, By C. Sabiende que cada eje es sdlido, determine el esfuerzo cortante méximo
a) en el eje AB, b) en el eje BC.

SO0 N m

) 4 mm
1300 N m

A00 N m 30 mm

p 1&m

|t

Figura P3.11 y P3.12

N
272 Los ejes del ensamble de poleas que se muestra en la figura serdn redi-

sefiados. Si se sabe que el esfuerzo cortante permisible en cada eje es de 60 MPa,
determine el didimetro minime permisible para a) el eje AB, b) el eje BC.



56 mm

Figura P3.13

w €3 A

2.12  Bajo condiciones normales de operacién, el motor eléctrico ejerce un par
de torsion de 2.8 kN - m en el eje AB. Si se sabe que cada eje es s6lido, determine
el méximo esfuerzo cortante @) en el eje AB, 2) en ¢l eje BC, ¢) en el eje CD.

3.74  Para reducir la masa total del ensamble del problema 3.13, se ha consi-
derado un nuevo disefio en el que el didmetre del eje BC serd menor. Detenmine ¢l
minimo didmetro del eje BC para el que el miximo valor del esfuerzo cortante en el
ensamble no aumentard.

voag o
2. hed

El eje sdlido gne se muestra en la figura estd hecho de un latdn para el
cual el esfuerzo cortante permisible es de 55 MPa. Ignorando el efecto de las con-
centraciones de esfuerzo, determine los didmetros minimos o, y dye con los gue el

esfuerzo cortante permisible no es superado.

2.78 Resuelva el problema 3.15, suponicnde que se invierte la direccidn
de Tr.
T 347 Eleje AB estd hecho de un acero que tiene esfuerzo cortante permisible

de 90 MPa vy el eje BC es de un aluminio con esfuerzo cortante permisible de 60
MPa. Sabiendo que ef didmetro del eje BC es de 50 mum, e ignorando el efecto de
lag concentraciones de esfuerze, determine a) el médximo par de torsidn T que puede
aplicarse en A si no debe excederse el esfuerze permisible en el eje BC, b) el did-
metro requerido correspondiente del eje AB.

f& Eleje AB tiene un didmetro de 30 mm y estd hecho de un acero que tiene
esfuerzo cortante permisible de 90 MPa, mientras que el eje BC tiene un didmetro
de 50 mm y es de un aluminio con esfuerzo cortante permisible de 60 MPa. Igno-
rande el efecte de las concentraciones de esfuerzo, determine el méaximo par de tor-
sidn T que puede aplicarse en A.

R
Wi

T
S

El esfuerzo permisible es de 100 MPa en la varifla de acero AB de 36
mm de didmetro y de 60 MPa en la varilla de latén BC de 40 mm de didmetro. Ig-
nerande el efecto de las concentraciones de esfuerzo, determine el maximo par de

torsion que puede aplicarse en A,

* 220 El esfuerzo permisible es de 100 MPa en la varilla de acero AB y de
60 MPa en ia varilla de lafton BC. Sabiendo gue un par de torsién de magnitud
T = 900N - m se aplica en A, determine el didinetro requerido de a) la varilla 458,
b) la varilla BC.

48 mm

Problemas

Y kN -

=105 N - m

46 nun

{
i

750 mm

Figura P3.15 vy P3.76

Aluminio

Acero

- Acero

Latén

Figura P3.19 y P3.20
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27 Dos ejes sélidos de acero estdn conectados por los engranes que se mues-
tran en la figura. Se aplica an par de torsién de magnitud 7 == 900 N - m al gie AB.
Si se sabe que el esfuerzo cortante permisibie es de 5 MPa v se consideran solo los
esfuerzos debidos al gire, determine el didmetro requerido para @) el eje AB, b} el
eje CD.

240

W "‘_“
Figura P3.21 y P3.22

* 3.22 El eje CD consiste en una varilla de 66 mm de didmetro v estd conec-
tado al eje AB de 43 mm de didmero como se muestra en la figura. Si se conside-
ran sélo los esfuerzos debidos al giro v se sabe que el esfuerze cortante permisible
es de 60 MPa para cada eje, determine el mdximo par de torsion T que puede apli-
carse.

* 3.23 Un par de torsién de magnitud 7 = 8 kip - in. se aplica en D como se
muestra en la figura. Sabiendo gue el didmetro del eje AB es de 2.25 in. y que el dis-
metro del eje CD es de 1.75 in,, determine el esfuerzo cortante mdximo a) en el eje
AB, b) en el eje CD.

Figura P3.23 y P3.24

2,24 Un par de torsién de magnitud T = 8 kip - in. se aplica en I como se
muestra en la figura. Sabiendo que el esluerzo cortante permisible es de 7.5 ksi en
cada eje, determine el didmetro requerido @) del eje AB, b) del eje CD.

A %.2% En condiciones normales de operacidn ui motor ejerce un par de torsidn
de magnitud 7 = 130 N - m en F. Los ejes son de un acero para el gue el esfuerzo

cortante permisible es de 75 MPa. Sabiendo que para los engranes rp, = 200 mm y
= 75 mm, determine el didmetre requerido a) del eje CDE, b) del eje FGH.



Figura P3.25 y P3.26

PR BT~

.26  En condiciones normales de operacidn un motor ejerce un par de torsidn
de magnitud T en F. Los ejes son de un acero para el que el esfuerzo cortante per-
muisible es de 85 MPa y tienen didmetros depe = 22 mm y dpgy = 20 mm. Sabiendo
que rp = 150 mm y r; = 100 mm, determine el valor maximo permisible de 75

- 327 Los dos gjes solides estén conectados por engranes, como se muestra en
la figura, y fueren hechos de un acero para el que el esfuerzo cortante permisible es
de 8 500 psi. Sabiendo que un par de torsion de magnitud T = 5 kip - in. se aplica
en Cy que el ensamble estd en equilibrio, calcule el didmetro requeride de o) el eje
BC, b) el eje EF.

3.28 Los dos gjes sélidos estin conectados por engranes, como se muesira en
la figura, y son de un acero para el que el esfuerzo cortante permisible es de 7 00C
psi. Sabiendo que los didmetros de los dos ejes son. respeciivamente, dg- = 1.6 in.
y degp = 1.25 in., determine el mdximo par de torsién T que puede aplicarse en C.

. 329 @) Para un esfuerzo permisible dado, encuentre 1a razén 7w del maximo
par de torsidn permisible T y del pese por unidad de longitud w para el eje hueco
mostrado en la figura. ) Denotando con (T/w), el valor de esta razdn calculada para
un eje solido con el mismo radio ¢,, exprese la razdn T/w para 2l eje hueco en tér-
minos de (T7w), v ¢)/c,.

Figura P3.29

3,50 En tante que la distribucion exacta de los esfuerzos cortantes en un eje
cilindrico hueco es como se muestra en la figura P3.30a, un valor aproximado puede
obtenerse para 7., suponiendo gue los esfuerzos estdn distribuidos uniformemente
en toda el drea A de la seccidn transversal, como se muestra en la figura P3.30b, v
suponiendo ademas gue todas las fuerzas clementales de corte actian a una distan-
cia de O igual al radio medio de la seccién transversal 3(e, + ¢;). Este valor aproxi-
mado es 7, = T/Ar,,. donde T es el par de torsidn aplicado. Determine 1a razdn 7p/7o
del valor verdaderc de maximo esfuerzo cortante y su valor aproximado 7, para va-
lores de ¢ /¢y, respectivamente, iguales a 1.00, 0.95, 0,75, 0.50 y 0.

Problemas

41in.

2.5 1in.

Figura P3.27 y P3.28

Fonds

Figura P3.30



Torsidn

Figura 3.22

Figura 3.23 Maquina para ensayos de torsion.

En esla seccldn se deducird una relacidn entre el dngule de giro ¢ de un eje
circular y el par de torsion T ejercido sobre el eje. Se supondrd que la tota-
lidad del eje permanece eldstica. Considerando primero el caso de un eje de
longitud L y seccidn transversal uniforme de radio ¢ sujeto a un par de tor-
sion T en su extremeo libre (figura 3.22). se sabe de la seccién 3.3 que el dn-
gulo de giro ¢ v la deformacidn méixima a cortante vy, se relacionan come
sigue:
ch

o — 3.3
’YIH:L\ L ( )

Pero, en el rango eldstico, el esfuerzo de cedencia no se excede en ninguna
parte del eje, se aplica la ley de Hooke y se tiene que Yz = Touw /G 0, 2
partir de la ecuacién (3.9),

T iniix Tc

= = 3.15
Y max G G ( )

Igralando los miembros de la derecha de las ecuaciones (3.3) y (3.15), y des-
pejando ¢, se tiene que

1L

= (3.16)
e JG

donde ¢ se expresa en radianes. La relacién obtenida muestra que, dentro del
rango eldstico, el dngulo de giro ¢ es proporcional al par de torsion T apli-
cado al efe. Esto estd de acuerdo con la evidencia experimental citada al prin-
cipio de la seccién 3.3,

La ecuacién (3.16) suministra un método conveniente para determinar
el madulo de rigidez de un material dado. Una probeta del material, en la
forma de una varilfa cilindrica de didmetro v longitud conocidos, se coloca
en una mdquina de ensayo a torsion {figura 3.23). Se aplican pares de tor-
sién con magnitud T progresivainente mayor a la probeta, y se registran los
valores correspondientes del déngulo de gire ¢ sobre una longitud L. Mien-
tras no se exceda el esfuerzo de cedencia del material, los puntos obtenidos
de graficar ¢ contra T caerdn en una linea recta. La pendiente de esta linea
representa la cantidad JG/L, de la que puede calcularse el mddulo de ri-
gidez G.




(Qué par de torsion deberd aplicarse al extremo del eje del ejem-
plo 3.01 para producir un giro de 2°7 Utilice el valor G = 77 GPa
para el médule de rigidez del acero.

Despejando T de la ecuacidn (3.16), se escribe

JG
7= ?(,b

Sustituyendo los valeres dados
G = 77 X 10° Pa

2 H d 3
b = 2{&) =346 % 1073 rad
3607

L=15m

y recordando del ejemplo 3.01 que, para una seccién transversal
dada,

J=1.021 x 1075 m*

se tiene que

JG
T = f(b =

(1.021 > 1079 mM(77 % 10° Pa)
1.5m

{(34.9 X 1077 rad)

T=1829 %X I N -m= 1820kN-m

;Qué dngulo de giro creard un esfuerzo cortante de 70 MPa en la
superficie mterior del eje hueco de acero de los ejemplos 3.01 vy
3.027

El método que primero viene a la mente para resolver este
problema es utilizar la ecuacion (3.10) para encontrar el par de
torsidn T correspondiente al valor dado de 7, y Ia eciacidn (3.10)
para determinar el dngulo de giro ¢ correspondiente al valor de
T recién encontrado,

Sin embargo, puede utilizarse una solucion mas directa. De
la ley de Hooke, primero se calcuda la deformacida a cortante en
fa superficie interna del eje:

Tam _ 70 X 10°Pa

Ymin T T T 97 % 10 Pa

=909 x 107°

Usandoe la ecuacion (3.2), que fue obtenida expresando la {ongi-
tud del arco AA" en Ia figura 3.14¢ en térininos tanto de v v o,
se tiene que:

Ly 3
= {909 % 107 = 682 ¥ 107 rad
cy 20 mm ( )

&

Para obtener el dngulo de giro en grados, se escribe

b = (68.2 X 10—31-ad)<~"60 >z 3.91°

2 rad

La formula (3.16) para el dngulo de giro dnicamente puede utilizarse si
el eje es homogéneo (& constante), si tiene una seccidn transversal uniforme
y s6lo si esté cargado en sus extremos. Si el eje es sometide a par de torsion
en lugares dislintos de los extremos, o si consta de varias porciones con sec-
ciones transversales distintas y posiblemente distintos materiales, debe divi-
dirse en partes componentes gue satisfagan individualmente las coadiciones
requeridas para Ja aplicacidn de la férmula (3.16). En el caso del eje AB de
la figura 3.24, por ejemplo, deben considerarse cuatro partes diferentes; AC,
CD, DE'y EB. El angulo total de giro del eje, esto es, el dngulo que gira el
extremo A con respecto al extremo B, se obtiene sumando algebraicamente
los dngulos de giro de cada parte compenente. Denotando respectivamente
con Ty, Ly J;y G, el par de torsidn interno, longitud, momento polar de iner-
cia de la seccida transversal y modulo de rigidez correspondiente a la i-ési-
ma parte, ef dngule total de giro del eje se expresa como
s TG

p=3

Figura 3.24

| (3.17
El par de torsién interno 7, en cualquier parte dada del eje se obtiene hacien-
do un corte a través de esa parte y dibujando el diagrama de cuerpo libre de




Torsion

Figura 3.25

la porcién del eje situada a un lado de ia seccidn. Este procedimiento, que
ya se explict en la seccidn 3.4 vy se ilustrd en la figura 3.17, se aplica en el
problema modelo 3.3.

En el caso de un eje con seccidn transversal circalar variable, como se
muestra en la figura 3.25, la férmula (3.16) puede aplicarse a un disco con
grosor dx. El dngulo por el que una cara del disco gira con respecto a la otra
s, por lo tanto,

T dx
JG

dep =

donde J es una funcién de x que puede determinarse. Integrando en x de 0 a
L, se obtiene el dngulo total de giro del gje:

L e
Tdx
= 3.18
A L JG G-48)

Tanto el eje de la figura 3.22, que fue empleado para deducir la formu-
la (3.16). como el gje de la figura 3.16, que fue analizado en los gjempios
3.02 y 3.03, tenfan un exiremo unido a un soporte fijo. En cada case, por lo
tanto, el angulo de giro ¢ del eje fue igual al dngulo de rotacién de su extre-
mga libre. Cuaado ambos extremos de un eje giran, sin embargo, el dngulo de
giro del eje es igual al dngulo a través del que un extremo del eje gira con
respecto al otro. Considere, por ejemplo, el ensamble de 1a figura 3.26a, com-
puesto por dos ejes eldsticos AD v BE, cada une de longitud £, radio ¢ vy mo-
dulo de rigidez G, unidos a engranes que se juatan en €. Si un par de tor-
sion T se aplica en E (figura 3.265), ambos ejes se torcerdn. Puesto que el
extremo D del eje AD es fijo. el dngulo de gire AD se mide por el 4ngulo de
rotacion ¢, del extremo A. Por otra parte, ya que ambos extremos del eje BE
giran, el dngulo de giro de BE es igual a la diferencia entre los dngulos de
rotacidn ¢ v ¢y, es decir, el dngulo de giro es igual al dngulo a través del
cual el extreme E gira con respecto al extremo 5. Denotando este dngulo re-
lativo de rotacién by, se escribe

L
JG

be/B = g — by =

Soporte fijo Extremo Hjo

a)

Figura 3.26



Para el ensamble de la figura 3.26, sabiende que ry = 2ry, deter-
mine el dngulo de rotacidn del extreme F del eje BE cuando el
par T se aplica a E.

Primero se determina el par T,, ejercido sobre el eje AD.
Observando que se aplican fuerzas iguales y opuestas F y ' so-
bre los dos engranes en C (figura 3.27), v recordando que vy =
2rg se concluye que el par ejercido sobre el eje AD e ¢l doble
del ejercido en el eje BE; por lo tanto, T, = 27T,

Figura 3.27

Como el extremo D del eje AD estd fijo, el dagulo de rota-
cidn ¢, del engrane A es igual al dngulo de giro del eje y se ob-
tiene de

Tyl 2TL

NV ERNT

Observando que los arcos CC' y CC” de 1a figura 3.265 deben ser
iguales, se escribe rydh, = rgby v se obtiene

hy = ("A/ 1'3)(/%! = 2¢,

Se tiene, por lo tanto

4TL
by = 2y ==

Considerando ahora el eje BE, recuerde que el dngulo de gi-
ro del eje es igual al dngulo ¢y a traves del que el extremo £
gira con respecto al extremo B. Se tiene que

Tl TL

(' - = e =
ben = 6 T TG
El dngulo de rotacidn del extremo F se obtiens de

g = dp + c.bE/B

STATICAMENTE INDETERMINADOS

5k

3.6 Ee

I

En la seccién 3.4 se vio que para determinar los esfuerzos en un eje era ne-
cesario calcular primero los pares de torsién internos en las distintas partes
del eje. Estos pares se obtuvieron por medio de estdtica dibujando el dia-
grama de cuerpe libre de la porcidn del gje localizada a un lade de un cor-
te dado y escribiendo que ia suma de los pares gjercidos en esa porcion era

CEro.

Hay sitwaciones, sin embargo, donde los pares internes no pueden de-
terminarse tinicamente por medio de la estitica. De hecho, en tales casos
los pares externos mismeos, es decir, los pares ejercidos sobre el eje por los
apoyos y conexiones, no pueden determinarse a partir del diagrama de cuer-
po libre dei eje completo. Las ecuaciones de eguilibrio deben complemen-
tarse con relaciones que invelucren las deformaciones del eje y que se ob-
tengan considerando ia geometrfa del problema. Debido a que la estdtica
no es suficiente para determinar los pares internos y externos, se dice que
los ejes son estdticamente indeterminados. El siguiente ejemplo, as{ como
el problema modelo 3.5, mostrard cémo analizar ejes estiticamente inde-

terminados.



Un ¢je circular AB consiste en un cilindro de acero de 10 in. de
largo v { in. de didmetro, en el gue se ha perforada una cavidad
de 5 in. de fargo y 7 in. de didgmetro desde el extremo B. Bl gje
estd unido a soportes fijos en ambos extremos, y un par de
90 Ib - ft se aplica a la mitad {figura 3.28). Determine el par ejer-
cido sobre el gje por cada uno de los soportes,

Figura 3.28

Figura 3.29

Dibujando el diagrama de cuerpo libre del gje y denotando
con T, y Ty los pares ejercidos por los soportes (figura 3.2094),
se obfiene la ecuacidn de equilibrio

Ty + 75 = 901 - 4t

Como esta ecuacién no es suficiente para determinar los dos pa-
res desconocidos T, v T, el eje es estdticamente indeterminado.

Sin embargo, T, y T pueden determinarse si se observa que
el éngulo total de giro del eje AB debe ser cero, ya gue ambos
extremos se encuentran empotrados. Denotando con ¢ y ¢, res-
pectivamente, los dngulos de giro de las porciones AC v CB, se
escribe

b=d + P, =0

Del diagrama de cuerpo libre de una pequeita porcidn del eje gue
incluya al extremo A {figura 3.295), se advierte que el par inter-
no T en AC es igual a T, y del diagrama de cuerpo libre de una
pequefia porcidn del eje que mcluye al extremo B (figura 3.29¢)
puede notarse que e} par interno 7 en CB es igual a Ty Aplican-
do & ecuacion (3.16) y observando que las porciones AC y CB
del eje estdn torcidas en sentidos opuestos, se escribe

PR o' R S
CTeTeTLE TG
Despejando Ty, se tiene gue
Tg -
Sustituyende datos puméricos
L1 - L: = 51n.

J = %W(f@ in Y = 57.6 ¥ 1077 in.*

L= dw[{finy — (Fin)'] = 42.6 X 107 in?

T, = 0740 T,

Sustituyendo esta expresion en la ecuacidn de equilibrio original,
se tiene gue

L7407, = 901b + £t

T, = 5171 - ft Ty =3831b -4t

T

ety
i}
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SOLUCION

(3.17),

M, = 0

s

Efectuando un corte en
bre mestrado en la figura, se encuentra

Momentos polares

30 1
30 S
153 mm JAB -
Jpe =
) 22 mm
AB BC cp [ = ™
Jep

o de girp,

{250N - m) ~ Ty = 0

EM, = 0:{250N-m) + 2000N - m} — Tpe = 0

Como ningtn par se aplica en C

[}
€3

El eje horizontal AD estd sujeto a una base fija en D y se le aplican los pares mos-
trades. Un agujero de 44 mm de didmetro se ha perforado en la porcién CD del eje.
Sabiendo que el gje es de un acero para el que G = 77 GPa, determine el dngulo de
giro en el extremo A.

Debido a que el eje consta de tres porciones AB, BC y CD, cada una con seccidén
transversal uniforme y con un par intemo constante, puede utilizarse la ecuacidn

el eje entre A y B y utilizando el cuerpo li-

Ty =250N-m

Haciendo un corte entre B y C, se tiene

Tee=2250N-m

-

Tye = 2250N +m

Tep =

de inercia

{0.015 m}*

{0.030 m}*

i

Z7(0,030 m)* ~ (0.022 m)'] =

0.0795 x 107 m*

fl

1.272 % 1075 m?*

If

i

0.004 % 10 % m*

2

Usando la ecnacidn (3.17) y recordando que G = 77 GPa pa-
ra tode €l eje, se tiene que

Dy =
7r rad

- TL Taglas | Tpelyc TCDLCD)

Py = z T = +
] JiG G JAB JJ)’C ‘]CD

A (250N - m)}{04m)  (2250)(0.2)  {2250)(0.6)
P4 77 GPal 0.0795 X 105 m® | 1272 X 10°° | 0.904 X 10°°

= 0.01634 + 0.00459 + 0.01939 = 0.0403 rad

360°

by = (0.0403 rad) —— by = 231°

il
[
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Dos ejes solidos de acero estin conectados por los engranes mostrados en la figura.
Sabiendo que para cada eje G = 11.2 X 10° psi y cue el esfuerzo cortante permisi-
ble es de § ksi, determine @) el miximo par Ty que pueds aplicarse al extremo A del
eje AB, b) el dngulo correspondiente que rota el extremo A del eje AB.

SOLUCIG

.

Estat

1. Denotando con F la magnitud de la fuerza tangenciat entre los dien-
tes de los engranes, se tiene

Engrane B. ZMy = 00 FO0873in) — Ty =0 T 28T 0
. ) cp T 2649
Engrane C. SMe=00 F(245in) — Top = 0

Cinemsética. Notando que los movimientos perimetrales de los engranes son
iguales, se escribe
2.45 in.

re
rathy = rethe Pr = Po - = ¢, 0.875 in = 2.8 (2)
B £ in.

4. Par T}

e dl. Con T,p = Ty y ¢ = 0.375 in., junto con el esfuerzo cortante maxi-
mo permisible de 8 000 psi, se escribe

T\z€ . Ty(0.3751n.) _
T et 8 000 pst = T e TG =663 1b - in. <]
J s (0375 )

Hje O De (1) se tiene que T, = 2.8T7. Cone = 05in y 7
& escribe

= § 000 psi,

perm

Tepe 2.8T6(0.5 in.
S 8 000 psi = = 9&# Ty = 561 1b + in. <
J sm{0.5 in.¥*

T

Par méximo permisible.  Se elige el minimo valor obienido para T,
Ty =15611b - in. =

5. Angnlo de rotacion en ef extremio 4.  Primero se calcula el dngulo de giro
para cada eje.

]

Eie AR Para Ty = Ty, = 560 1b - in., se Hene que
o, = Tk _ (561 b - in.}(24 in.) 37 sad = 292
YETUG ta(0375 i) 112 X 100 pst) e

Eje CD. Tgyp = 2.8T; = 2.8(561 b - in.)

Tepl.  2.8(5611b - in.}(36 in.)
‘f)c,fp = =7 P = 3.514 racl = 2.95°
JG 50510 Y(11.2 X 106 psi)

Yaque el extremo D del gje CD estéd fijo. se tiene que e = Py = 2.95° Usan-
do la ecuacion (2), se encuentra que el dngulo de rotacion del engrane B es

dp = 2.8¢- = 2.8{2.95°) = 8.26°
Para el extremo A del gje AB, se liene

by = by + by = 8207 + 2.22° d, = 10.48° <
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76 mm

|

F

25 mm

5 mm

500 mm |

Aluminio

G, = 97 GPa
Je= L8 mm) — (30 mm)Y]

H

0.3 m

-

2003 X 10 6wt

2
Acero

Gy=T7GPa
5= Ef(]ﬁ mm)!
= 0614 3 107 %m?

Un eje de acerc y un tubo de aluminio estin conectacdos a un soporte fijo y a un dis-
co rigido en la seccidn transversal como se observa en la figura. Sabiendo que los
estierzos iniciales son cere, determine el méaximo par Fy que puede aplicarse al dis-
co si los esfuerzos permisibles son 120 MPa en el eje de acero y 70 MPa en el wbo
de aluminio. Use G = 77 GPa para el acero v G = 27 GPa para el aluminio,

SOLUCION

fstétien. Cuerpo Hbre del diseo. Denotando con T, el par ejercido por el tu-
be sobre el disco y por T el par ejercido por el gje, se encuentra que

T,=1,+1, {nH

Como el tbo y el eje estdn conectados al disco rigido, se te-

ne (.]UG
o T, Tl
R 1G, TG,
T{0.5 m) T:{0.5 m)

(2.003 % 107°m")(27 GPa) B (0.614 x 107 m*)(77 GPa)

T, = 0.874T, @)

Esfuerzos eortantes.  Se supondrd que el requerimiento 7, = 70 MPa es cri-
tico. Para el tubo de aluminio, se tiene

Tauadi (70 MPa){2.003 3 1075 m?*)

= = —towm 3690 N -
T ) 0.038 m oY o

Usando la ecuacion (2), se caleula el valor correspondiente T, v entonces se encuen-
tra el esfuerzo cortante méximo en ¢l ¢je de acero.

Th = 0.8747, = 0.874(3690) = 3225N - m

The, (3225 N - m)}{(0.025m)
Taeers ™ = ! 5 4 = 1313 MPa
J 0.614 X 10" m

Se observa que el esfuerzo permisible de 120 MPa para el acero es excedido; Ia su-
posicion hecha fue errdnea. Por lo tanto, el par mdximo Ty se obtendrd haciendo
Tocera = 120 MPa. Primero se determina el par Ts.

Taaradz (120 MPa)(0.614 X 107% m*)

T, = = = 2950 N -
- Cq 0.025m "

De Ia ecuacion (2). se tiene que
2950 N - m = 0.874T, T, =3375N-m

Utilizando la ecuacidn (1) se obtiene el par mdximo permisible

Iy=7+1,=3375N-m~+2950N-m

b

I
o
Ly
3
i
i
=z

.
-
=
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Figura P3.31

Figura P3.32

Figura P3.34
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o
o

1300

+ B.31 Para el eje de aluminio mostrado (G = 27 GPa), determine a) el par
de torsion T que causa un dngulo de giro de 4°, b) el &ngulo de giro causado por
el misme par T en un eje cilindrico sélido de la misma longitud y misma drea sec-
cional.

< 332 ) Para el eje sélido de acero gue se muestra en la figura (G = 11.2 X
10° psi), determine el dngule de giro en A. #) Resuelva el inciso a, suponiendo que
el eje de acero es hueco y tiene didmetro exterior de 1.2 in. y didmetro interior de
0.8 in.

Y 333 Determine el didmetro maximo permisible de una varilla de acero de
L0 ft de largo (G = 11.2 X 10° psi) si debe torcerse 30° sin exceder un esfuerzo cor-
tante de 12 ksi.

.34 Fl barco mostrado en A ha comenzado a perforar un poze petrolero en
el suelo oceduico a una profundidad de 1 500 m. Sabiendo que la parte superior de
la tuberfa de acero para perforacién de 200 mm de didmetro (G = 77.2 GPa) gira
dos revoluciones completas antes de que el barrene colocado en B empiece a operar,
determine el esfuerzo cortante méximo causado en la tuberfa por la torsién.

BOOMN - m

o 40 mun
Fa00N -m

400 N - 30 mm

Figura P3.35

3.5 Los pares de torsién mostrados en la figura se ejercen sobre las poleas
A, By C. Sabiendo que ambos ejes son sdlidos y estdn hechos de latén (G = 39
GPa), determine el dngulo de giroentre a) A vy B, by Ay C.



Problemas

SO0N -1

0.8 m

44 mm ; e

Figura P3.36

*3.38  El motor eléctrico ejerce un par de torsidn de 500 N - m sobre el eje de
aluminio ABCD, mientras gira a una velocidad constante. Si se sabe que G = 27 GPa
y que los pares de torsidn ejercidos en las poleas B y € son como se muestran en la
lignrz, determine el dngulo de gire eatre ay By C, b) By D.

337 Lavarilla de aluminio AR (G = 27 GPa) estd unida a la varilla de latén
B (G = 39 GPa). Si se sabe que la porcidn €D de la varilla de laton es hueca y
tiene un didmetro interior de 40 mm, determine el 4ngulo de giro en A.

Tp=1600N m

36 min

C

%mm

]

373 mm

400 mm

é
[

Figura P3.37

240 mm 60 mm

3.38 Resuelva el probiema 3.37, suponiendo que Ia porcion BD es una vari-
la solida con 60 mm de didmetro y 623 mm de longitud.

T 3.32  Dos gjes sélidos de acero estdn conectados por los engranes que se mues-
ran en la figura. Sabiende que G = 77.2 GPa para cada uno de los ejes, determine

el dngulo que gira el extremo A cuando Ty = 1 200 N » m.

Figura P3.39
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v+ 240 Resuelva el problema 3.39, suponiendo que cada eje tiene un didmetro
de 54 num.

3.41 Un codificador F, utilizado para registrar en forma digital la rotacion del
eje A, estd conectado al eje por medio del tren de engranes gue se muestra en la fi-
gura, el cual consta de cuatro engranes y tres ejes sélidos de acero, cada wno con did-
metro d. Dos de los engranes tienen radio r y tos otros dos radio nr. Sise evita la
rotacidn del codificador F, determine en términos de T, [, G, Jy n el dngule que rota
el extremo A.

Figura P3.41

+ 3.42  Para el tren de engranes descritc en el problema 3.41, determine el dngulo
que gira el extremo A cuando 7= 31b - in., /= 24 in.,d = %ﬁ in., G= 11.2 x 10°
psl, y no= 2.

* 3.43 Dos ejes, cada uno de § in. de didmetro, estin conectados por los engra-
nes que se muestran en la figura, Sabiendo que G = 11.2 X 10° psi v que el eje
en F estd fijo, determine el Angulo que rota el extremo A cnando se aplica un par de
1.2 kip - in. en A.

Figura P3.43



344 Resuelva el problema 3.43 supeniendo que, después de un cambio de di-
sefio, ef radio del engrane B es de 6 in. v el radio del engrane E es de 4.5 in.

3.45 Las especificaciones de disefio de un eje sdlido circular de transmision
de 6 ft de longitud requieren que el dngulo de giro del eje no exceda de 0.5° cuando
se aplica un par de torsidn de 60 kip - in. Determine el didmetro requerido del gje,
sablendo que estd hecho de un acero cuyo esfuerzo cortante permisible es de 12.5
ksi y st madulo de rigidez de 11.2 X 10° psi,

5.46  Las especificaciones de disefio de un eje sélido de traasmisidn con 1.2
m de longitud requieren que el dngule de giro del gje no exceda de 4° cuando se
aplica un par de torsiéa de 750 N - m. Determine el didmetro requerido del eje, sa-
biendo gue estd hecho de un acero que tiene un esfuerzo cortante permisible de %0
MPa y madulo de rigidez de 77.2 GPa.

3.4¥ Ll diseho del sistema de engranes y ejes mostrado en la figura requiere
que se empleen gies de acero del mismo didmetro tanto para AB como para CD. Se
requiere ademds que T4 = 9 kst y el dngulo ¢, en el cual gira el extremo D del
eje CD no excedan de 2°. Sabiendo que G = 11.2 X 10° psi, determine el didmetro
requerido de los ejes.

151

Figura P3.47 y P3.48

248 Fn el disefio del sistema de engranes y eies que se muestra en la figura,
los didmetros de los gjes son dyz = 2 in. y dep = 1.5 in. Sabiende que &G = 11.2 X
10° psi, determine el angulo en el cual gira el extremo 1) del cje CD.

Probltemas
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Figura P3.49, P3.50y P3.51
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- T tcleo de acero
5 mm

Figura P3.54 y P3.55

La variila cilindrica sélida BC estd unida a la palanca sigida AB y al so-
porte fijo en C. La fuerza vertical P aplicada en A causa an pequeiio desplazamiento
A en el punte A. Demuestre que el esfuerzo cortante mdximo correspondiente en la
vacilla es

Gd
2La

donde d es el didmetro de Ja varilla y G su mddulo de rigidez.

.50y 3.57  La varilla cilindrica sélida BC de longitud L = 24 in. estd unida
a la palanca rigida AB de longitud @ = 16 in. y al soporte en C. Las especilicacio-
nes de disefio requieren que el despiazamiento de A no exceda de 1 in, cuando se
aplique una fuerza P de 100 1b al punto A. Para el malerial indicado, determine el
didmetro requerido de la varilla.

250 Acero: Ty = 12 ksi, G = 11.2 X 10° psi.

.57 Aluminio: Thg = 9 ksi, G = 3.9 % 10° psi.

3.52  Un par de torsién de magritud T = 35 kip + in. se aplica en el extremo
A del gje compuesto, como se muestra en la figura. Sakiendo que el médule de rigi-
dez es de 11.2 3 10° psi para el acero y de 3.9 X 10° psi para el aluminio, deter-
mine a) el maximo esfuerze cortante en el niclee de acero, b) el mdximo estuerzo
cortante en la camisa de aluminio, ¢} el dngulo de giro en A.

Camisa de aluminio

Figura P3.52 y P3.53

4.82 El eje compuesto mostrado en la figura serd torcido con la aplicacidn de
un par T en el extremo A. Sabiende que el madulo de rigidez es de 11.2 % 10° psi
para el acero y de 3.9 > 10° psi para el aluminio, determine el maximo dngulo a tra-
vés del que el extremo A puede girarse si los siguientes esfuerzos permisibles no de-
ben excederse: T, = 8 500 pSE Y Touminte = © S00 psi.

254 El eje compuesto que muestra {a figura consiste en una camisa de latdn
con 5 mm de espesor (G, = 39 GPa) unida a un nicleo de acero con 40 mm de
didmetro (G, = 77.2 GPa). Sabiendo que el ¢je estd sometido a un par de torsion
de 600 N - m determine @) el maximo esfuerzo cortante en la camisa de latdn, b) el
méximo esfuerzo cortante en el nicleo de acere, ¢) el dngulo de gire del extreme B
con respeclo al extremo A.

355 Para el gje compuesto del problema 3.54, el esfuerze cortante permisible
en la camisa de latén es de 20 MPa y 45 MPa en el niicleo de acero. Determine a)
el par de torsidn médximo gue puede aplicarse al gje, ) el dngulo de giro comrespon-
diente de B con respecto a A.
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Figura P3.56

3.58 Dos ejes sdlidos de acero (G = 77.2 GPa) estin conectados a un disco
de acoplamiento B y a soportes fijos en A y €. Para las cargas que se muestran, de-
termine a) la reaceidn en cada soporte, &) el esfuerzo cortante maximo en el gje AB,
) el esfuerzo cortante miximo en el eje BC.

257 Resuelva el problema 3.56, suponiende que el eje AR es reemplazado por
un gje hueco del mismo didmetro exterior y didmetro interior de 25 mim.

3.58 En un momento en gue se impide la rotacion en el extremo inferior de
cada eje, un par de 80 N - m es aplicado al extremo A del gje AB. Sabiendo que
G = 77.2 GPa para ambos ejes, determine ) el esfuerzo cortante maximo en el eje
CD, b el dngulo de rotacidn de A.

r == A0 mm

o= 5 mm

18 mm -, 15 111_31*

mimn

Figura P3.58

2659 Resuelva el preblema 3.58, suponiendo que el par de 80 N - m se aplica
al extremo C del eje CD.

.60 Un eje sdlido y uno hueco son del mismo material e iguales en peso y
longitud. Denotando con 7 la razén ¢ /¢y, demuestre que la razén T,/7T), del par de
torsion T, en el eje sélido al par T), en el eje hueco es @) /| — (1 + n®) stel es-
fierzo cortante maximo es el mismo en cada eje, by (1 — n)/(1 + #7) si el angalo de
giro es el mismo para cada eje.

Problemas



J&4  Torsion 3.487 Un par de torsién T se aplica como se muestra a un eje s6lido ahusado
AB. Muestre, por integracién, que el dngule de giro de A es

ITL

P TomGe

Figura P3.61

3.62  Una placa anular de espesor f y médulo de rigidez G se usa para conec-
tar el eje AB de radio r; al tubo CD con radio r,. Sabiendo que un par de torsion T
se aplica al extremo A del eje AB y que el extremo D del tubo CD se encuentra fijo,
a) determine fa magnitud y Iocalizacion del esfuerzo cortante maximo en la placa
anular, £) muestre que el angulo que gira el extremo 5 del eje con respecto al ex-

tremo - C del tubo es
T /1 1
Psc = 4WG;(J'% r%)

/,\
A/ Ls
o

-

LI/
-~

N

Figuras P3.62 y P3.63

3.83  Una placa anular de laton (G = 39 GPa), de espesor ¢ = 6 mm, se usa
para coneclar el eje de laton AB, de longitud L; = 50 mm y radio r; = 30 mm, al
tubo de latén CD, de longitud L, = 125 mum, radio interior r, = 75 mum, y espesor
de + = 3 mm. Sabicudo que un par de torsién T de 2.8 kN - m se aplica en el ex-
tremo A del eje AR, y que el extremo D del tubo CD estd [ijo, determine a) el es-
fuerzo cortante maximo en el sistema de eje, placa y tubo, 5) el dngulo que gira el
extremo A. (Sugerencia: Utilice la férmula derivada e el problema 3.62 para re-
solver el incisc b.)



Las especificaciones principales que deben cumplirse en €l disefio de un eje
de transmision son la porencia que debe transmitirse y la velocidad de rota-
cion del eje. La funcién del disefiador es seleccionar el material y Ias dimen-
siones de fa seccion transversal del eje, para que el esfuerzo cortante maixi-
mo permisible del material no sea excedido cnando el eje transmite la potencia
requerida a la velocidad especificada.

Para determinar el par de torsidn ejercido sobre el eje, recuerde, de la di-
namica elemental, que la potencia P asociada con la rotacion de un cuerpo
rigido sujeto a un par T es

P = Tw (3.19)

donde w es la velocidad angular del cuerpo expresada en radianes por segun-
do. Pero @ = 27rf, donde f es la frecuencia de rotacidn, es decir, el ndmero
de revoluciones por segundo. La unidad de frecuencia es, entonces 87"y

se llama herrz (Hz). Sustituyendo w en la ecuacion (3.19) se obtiene
P =2 fr (3.200

Si se emplean unidades S1 se verifica que, si la frecuencia se expresa en
Hzy Ten N - m, la potencia se expresard en N - m/s, esto es, en waits (W)
Despejande T de la ecuacidn (3.20), se obtiene el par ejercido sobre un eje
que trapsmite una potencia P a una frecuencia de rotacidn f-

T=—— (3.21)

donde P, fy T se expresan en las unidades indicadas antes.

Después de haber determinado el par T que se aplicard al eje y habien-
do seleccionado el material que serd wtilizade, el disefiador lleva los valores
de Ty del esfuerzo maximo permisible a la férmula de torsion eldstica (3.9).
Despejando Jic, se tene

=1 (3.22)

y se obtiene de esta manera el valor minimo permisible para el pardmetro
Jic. Se verifica que, si se emplean unidades SI, 7 estard expresado en N - m,
Tmax €0 Pa (0 N/m?) y J/e se obtendrd en m*. Ea el caso de un gje circular
solido, J = 3mct, v J/c = 3¢ sustituyendo este valor para J/c en la ecua-
cién (3.22) y despejando ¢, esto da como resultado el minimo valor permi-
sible para el radio del eje. En el caso de an eje circular hueco, el parametro
critico es Jic,, donde ¢, es el radio exterior del eje; el valor de este pardme-
tro puede calcularse de Ja ecuacién (3.11) de la seccidn 3.4 para determinar
si una seccion transversal dada sera aceptable.

Cuando se emplean las unidades usuaies en Estados Unidos, la frecuen-
cia, por lo general, se expresa en rpm y la potencia en caballos de potencia
(hp). Es enlonces necesario, antes de aplicar la férmula (3.21), convertir la

3.7 Disefio de gjes de transmision




H6  Torsion frecuencia a revoluciones por segundo (es decin, hertz) y la potenciaa ft - 1b/s
o in + 1b/s mediante el use de las siguientes relaciones:

1 Lo Ly
. = — — 7
rpni 50 S 50

L hp = 550 ft - Ib/s = 6600 . - Ib/s

Si se expresa la potencia en in. - Bo/s, la férmula (3.21) dard el valor del par
Ten Ib - m. Al llevar este valor de T a la ecuacién (3.22), y expresando 7,4
en psi, se obtiene el valor del parametro J/c en in’,

e

:Qué tamaiio de eje debe usarse para el rotor de un motor de 3 Sustiteyendo Ty 1., ea la ecuacidn (3.22), se tiena
hp que opera a 3 600 rpm si el esfuerzo cortante no debe exce-

. i 129 J T 87.54 b - in. e s
der & 500 psi en el eje? s — L= 1030 % 1070 0.

C Tmix 8 500 psi
Primere se expresa la potencia del motor en in. - 1b/s ¥ su

. R G R e . .
frecuencia en ciclos por segundo (o hertz). Pero J/c = 3mc” para un eje sélido. Se tiene por lo tanto
13 -3 3
. sare” = 10,30 ¥ 1077 m.
6 600 in. - Th/s 27
P = {5hp) (N_wwlllwwli) = 33000 in. - Ib/s e = 01872 .

I hp
. d=2¢c = 0374 in.
_ /= . Hz L —1 N
f= (3600 19111)60 Tpm = 60 Hz = 60 y debe usarse un eje de 5 in.
El par ejercido sobre €] gje es dado por la ecuacidn (3.21%

P 33000 1n. - 1iv/s
T=_— =" g7s4lh - in.
2 f 2ar (60s™1)

Un eje que consta de un fube de acero de 50 mm de digmetro ex-  Pero, de la ecuacion (3.10), se tiene que

terior debe transmitir 100 kW de potencia mientras gira a una fre- ;

. ; 20 B stermine el espesor : c A uti- T 4 - :

cuencia .de 20 Hz. Determine el espesor del tubo que deberd uli - (¢4 — o) = ——[{0.025)* — ¢ (3.24)
lizarse si el esfuerzo cortante no debe exceder 60 MPa. Cr 203 0.050

Igualando los miembros de ia derecha de las ecuaciones (3.23) y

El par de giro ejercido en el eje es dade por Ia ecuacidn (3.24):
(3.21) 0.050
(0.025) — ¢} =~ (13.26 X 107°)
. P 100 X 10° W . o
r=S—= = 7958 N m ¢h=390.6 X 1077 — 211.0 x 107 = 179.6 ¥ 1077 m*

2mf 2w (20 Hz)
ep = 20.6 X 1077 m = 20.6 mm

De la ecuacidn (3.22) se concluye que el pardmetro /¢, debe ser - .
) e ( ) yed pardmetro Jic, debe ser El espesor correspendiente del tubo es
por lo menos igual a

¢y e = 25 mm — 20,60 mm = 4.4 mm

J T 7958 N -m 6 3 i
= = = = 13.26 X 107" m” (3.23) Debe utilizarse un tubo de espesor de 5 mm.

Tois B0 X 10°N/m®
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La férmula de torsion 7, = Tc/J se dedujo en la seccién 3.4 para un eje
circular con seccidn transversal uniforme. Ademas, se habia supuesto en la
seccion 3.3 que el eje estaba cargado en sus extremos a través de placas ri-
gidas sélidamente unidas a él. En la practica, sin embargo, los pares de tor-
sion comdnmente se aplican al eje mediante acoplamientos de brida (figura
3.30a) o por medio de engranes conectados al eje por cufias que caben den-
tro de cufteros (figura 3.306). En ambos casos se esperaria que la disteibu-
cion de esfuerzos, en la seccién donde se aplican los pares, o cerca de ella
sea diferente de la que es dada por la férmula de torsién. Ocurrirdn, por ejem-
plo, altas concentraciones de esfuerzos en la cercania del cufiero mostrado
en la figura 3.300. La determinacion de estos esfuerzos localizados puede lle-
varse a cabo por métodos de andlisis experimental de esfuerzos o, en algu-
nos casos, gracias al uso de la teoria matemdtica de la elasticidad.

Como se indico en la seccién 3.4, también es posible emplear la formu-
la de torsion en un eje de seccidn transversal circular variable. Sin embargo,
en el caso de un eje con un cambio abrupto en el didmeiro de su seccién
transversal, las concentraciones de esfuerzo ocurrirdn cerca de la discontinui-
dad, y los esfuerzos mds altos ocurrirdn en A (figura 3.31). Estos esfierzos

Figura 3.31

pueden reducirse witizando un filete, y el valor del esfuerzo cortante mixi-
mo en el filete puede expresarse como

: Te
Tz = K—

7 (3.25)

donde el estuerzo Tc// es el esfuerzo calculado para el eje de menor didme-
tzro, y donde K es un factor de concentracién de esfuerzos. Como el factor K
depende sélo de la razén de los dos didmetzos v de la razén del radio del fi-
lete al didmetro del eje mds pequefio, puede calcularse de una vez por todas
y registrarse en forma de tabla o de grdfica, como se muestra en Ia figura
3.32. Debe observarse, sin embargo, que este procedimiento para determinar
estuerzos cortantes localizados es vilido sélo si el valor de 7,4, dado por la
ecuacion (3.25) no excede el limite de proporcienalidad del material, ya que
los valores de K graficados en ia figura 3.32 se obtuvieron bajo la suposicién
de una relacién lineal entre los esfuerzos cortantes y la deformacién a cor-
tante. Si ocurren deformaciones plasticas, resultardn en valores del esfuerzo
miximo mds bajas que las indicadas por fa ecuacion (3.25).

tW. D. Pilkey. Peferson's Stress Concentration Faciors. 2a. ed., Joha Wiley & Sous, Nueva York,
1997.

3.8 Concentraciones de esfusrzo en ejes ‘ﬂ !i?;z
circulares

Figura 3.30
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Figura 3.32 Factores de concentracion de
esfuerzos para filetes en ejes circulares.t
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El eie escalonado que se ilustra en la figura debe girar a 900 rpm para transmitir
potencia de una turbina a un generador. El grado de acero especificado en cl disenio
tiene un esfuerzo cortante permisible de 8 ksi. a) Para el disefio preliminar mos-
trado, determine la potencia midxima que puede transmitirse. &) Si en el disefic final
se aumenta el radio del filete de tal manera que r = 32 in. ;jcudl serd el cambioc
porcentual, en relacidn con el diseiio preliminar, en la potencia que puede transmi-

firse”?

¢, Disefio preliminar.  Usando la notacion de la figura 3.32, se tiene D = 7.50
in., d=375in. r =i = 0.3625 in.
L 7350 in. 5 ro 05615, 0.15
d 375 7 d 3.75 in. o

Se encuentra un factor de concentracion de esfuerzos K = 1.33 de la figura 3.32,

Par de torsion.  De la ecuacidn (3.25), se escribe

e = K r=Tm 1)
J c K

donde Jic se refiere al eje de menor didmetro:

Jie = imed =17 (1875.) = 10.35in.
Timgx O Ksi

= e = 6,02 ks
Ia 133 6.02 ksi

y donde

Sustituyendo en la ecuacién (1), se encuentra que 7' = (10.35 in.(6.02 ksi) = 62.3
kip - in.

1 H
Potercin.  Puesto que = (900 rpm) e~ S Hy = 13 57!, se escribe

60 rpm
P, = 2w fT = 2w(15s7){62.3 kip + in.} = 5.87 X 10°in. - Ib/s
P, = (587 x 10%in. - 1b/s){1 hp/6 600 in. - 1b/s) P,=8%hp 4

&, Disefio final. Pamm = }% in, = 0.9375 in.,

D - 09375 1n.
Zen o222 250 K =120
d o 3.75 in.

Siguiendo el procedimiento utilizado antes, se escribe

T i - i@

K 1.20

= 6.67 ksi

o T
T o K
P, = 20 fT = 2ar (15 57 )(69.0 kip + in.}) = 6.50 % 10°in. - b/s

P, = (650 x 10°in. + Wb/s)(1 hp/6 600 in. « 1b/s) = 985 hp

= (10.35in.7)(6.67 ksi) = 69.0 kip * in.

Cambio porcestual en poleincia

w = Py 985 - 390
co =

F
Cambi reentual = 100 =] 1% <@
ambio porcentua 390 b




3.84  Utilizando un esfuerze cortante permisible de 4.5 ksi, disefie un eje so-
lide de acerc para transmitir 12 hp a una velocidad de @) 1 200 rpm, &) 2 400 rpm.

3.63  Utilizando un esfuerzo cortante permisible de 50 MPa, diseiie un eje s6-
lido de acero para transmitir 15 kW a una frecuencia de @) 30 Hz, &) 60 Hz.

3.6 Determine ef esfuerzo cortante méximo en un eje sdlido con 12 mm de
didmetro cuando transmite 2.5 KW a una frecuencia de g} 25 Hz, b) 50 Hz.

.87 Determine el esfuerzo cortante méximo en un eje sélido con 1.5 in. de
didgmetro cuando transmite 75 hp a una velecidad de &) 750 rpm, ) 1 500 rpm.

3.88 Un eje de wansmisidn de acero tiene 6 [t de longitud y sus didgmetros ex-
terior € interior son, respectivamente, iguales a 2.25 in. y 1.75 in. Sabiendo que el
eje transmite 240 hp mientras gira a 1 800 rpm, determine «) el esfuerzo cortante
mdxime, 5} el dngulo de giro def gje {G = 11.2 % 10° psi).

3.89 TUno de dos gjes huecos de transmision de un transatldntico tiene 40 m
de largo, y sus didmelros exterior e interior son de 400 y 200 mm, respectivamente.
El eje estd hecho de un acero para el que 7, = 60 MPa y G = 77.2 GPa. Sabiendo
que la maxima velocidad de rotacion del eje es de 160 rpm, determine ) la maxima
potencia que puede transmitirse por un gje a su hélice, ) el dngulo de giro corres-
pondiente del eje.

&.70  Mientras un eje de acero con la seccién transversal mostzada en la figura
gira a 120 rpm, una medicién estroboscdpica indica que el dngulo de giro es de 2°
en una longitud de 12 fl. Utilizando G = 11.2 % 10° psi, determine la potencia que
estd siendo transmitida.

371 Deterniine el espesor requerido por el eje tubular de 5¢ mm del ejemplo
3.07, si debe transmitir Ia misma potencia mientras gira a una frecuencia de 30 Hz.

372 El disefic de un elemento de mdquina requiere que un eje de 40 mm de
didimetro exterior transmita 45 kW. a} Si la velocidad de rotacion es de 720 rpm, de-
termine el estuerzo cortante en el gje . £) Si la velocidad de rotacién puede incre-
mentarse ea un 50% a 1 080 rpm, determine el mdximo didmetro interior del eje b
para el que el esfuerzo cortante maxinio serd igual en cada eje.

i)
Figura P3.72

Figura P3.70
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Figura P3.73

5. Un tubo de acero de 72 mm de difmetro exterior serd empleado para
transmitir un par de torsidn de 2 500 N - m sin exceder un esfusrzo permisible ma-
xime de 55 MPa. Una serie de iubos de 72 mm de didmetro exlerior se encueniya
disponible para su uso. Sabiendo que el espesor de pared de los tubos varfa desde 4
hasta 10 mm en incrementos de 2 mm, elija el tubo més ligero que puede usarse.

Un gje de acero sdlido con 2.5 m de longiind debe transmitis 10 kKW a
una frecuencia de 25 Hz. Determine el didmetro requeride del eje, sabilendo que
G = 77.2 GPa, que el esfuerzo cortante permisible es de 30 MPa, y que el dugulo
de giro no debe exceder los 4°.

278 Un eje de acero sélido con 1.5 m de longitad v 22 mm de didmetro debe
transmitic 12 kW, Determine la frecuencia minima 2 la gue debe givar el eje, sablendo
que G = 77.2 GPa, que el esfuerzo cortante permisible es de 30 MPa, y gus el dn-
gulo de giro no debe exceder los 3.5°

378 Los dos ejes sélidos y los engranes que se muestran en la figura se em-
plean para transmitir 16 hp desde el motor A hasta la méquina herramienta en D, a

una velocidad de 1 260 rpm. Sabiendo que cada ele tiene un difmetro de 1 in., de-
termine el esfuerzo cortante miximo a) en el eje AB, D) en ol gje CD.

Figura P3.76 y PR.7T

Los dos ejes sdélidos v los engranes que se muesiran en la figura se em-
plean parva transmitic 16 hp desde el motor A hasta la méquina herramienta en D, a
una velocidad de | 260 rpm. Sabiendo que el esluerzo cortanie permisible es de 3
ksi, determine el didmetro requerido a) del eje AB, b) del eie CD.

3.78  Un gje de acero debe transmitir 150 kW a una velocidad de 360 rpm. Sa-
biendo que G = 77.2 GPa, disefic un gje s6lido de tal manera que ¢l esfuerzo mé-
xime ne exceda de 50 MPa y el dngulo de giro en un tramo de 2.5 m de longitud no
sca mayor de 3°.



= Un eje de acero de 2.5 m de longitud y 30 mnn de didmeiro gira a una
frecuencia de 30 Hz. Determine la potencia médxima que puede transmitir el eje, sa-
biendo que G = 77.2 GPa, que el esfuerzo cortante permisible es de 50 MPa, y que
el dngulo de gire no debe exceder los 7.5°,

Un gje de acero de 1.5 in. de didmetro con longitud de 4 ft se ntilizard
para transmitir 60 hp entre un motor y una bomba. Sabiendo que G = 11.2 % 10°
psi, determine la minima velocidad de rotacidn a la que el esfuerzo cortante no ex-
cederd de 8 500 psi, y a fa que el 4ngule de giro no excederd los 2°.

5 e
&t

& Un eje de acero de 5 ft de longitud y 0.873 in. de didmetro debe trans-
mitir 13 hp. Determine la velocidad minima a la que puede givar el eje, sabiendo que
G = 11.2 X 10° psi. que el esfuerzo cortante permisible es de 4.5 ksi, y que el 4n-
gulo de giro no debe exceder los 3.5°,

7.82 Un eje tubular de acero de 1.5 m de longitud y 38 mm de didmetro ex-
terior d, serd hecho con un acero para el que Trerw = 03 MPa y G = 77.2 GPa. Sa-
biende que el dngulo de girc no debe exceder de 4° cuando el gje es sometido a un
par de 630 N « m, determine el mdximo didmetro interior &, que puede especificarse
en el disefio.

.83 Un eje tubular de acero de 1.5 m de longitud, 38 mm de didmetro exte-
rior 4, y 30 mm de didmetro interior d, debe transmitic 100 kW entre una turbina y
un generador. Determine la frecuencia minima a la gue puede girar el gje, sabiendo
que G = 77.2 GPa, que el esfuerzo cortante permisible es de 60 MPa, y que el 4n-
gulo de giro no debe exceder de 3°.

El eje escalonado que se muestra en la figura gira a 450 rpm. Sabiendo
gue r = 0.5 in., determine la mixima potencia que puede lransmitirse sin exceder un
esfuerzo cortante permisible de 7 500 psi.

3.85 Tl eje escalonado que se muestea en la figura gira 2 450 rpm. Sabiendo
que r = 0.2 in,, determine la mdxima potencia que puede transmitirse sin exceder un
esfuerzo cortante permisible de 7 500 psi.

3.86  Sabiendo que el eje escalonade que se muestra en la figura debe trans-
mitir 45 ¥W a una velocidad de 2 100 rpm, determine el minimo radio r para el fi-
lete si no debe excederse un esfuerzo cortante permisible de 50 MPa.

60 mm

30 mm

/

Figura P3.86 y P3.87

3.87  Eleje escalonado que se muestra en la figura debe transmitir 45 kW, Sa-
biendo que el esfuerzo cortante permisible en el eje es de 40 MPa vy que el radio de!
filete es + = & mm, determine la minima velocidad permisible en el eje.

Problemas

dy = 38 mm

Figura P3.82 y P3.83

Figura P3.84 y P3.85
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Torsidn

El filete completo de cuarto
de cafia se extiende hasta el borde
del eje mds grande.

Figura P3.88, P3.89 y P3.90

A

2.88 Un par de torsidn con magnitud 7' = 200 Ib - in. se aplica al eje escalo-
nado que tiene un filete completo de cuarto de cafia. Sabiendo que D = 1 in., deter-
mine el esfuerzo cortante maximo en el gje cuando @) d = 0.8 in., b) d = 0.9 in.

288 En el gje escalonado que se muestra en Ia figura, el cual tiene un filete
completo de cuarto de cajia, D = 1.251n. y 4 = 1 in. Sabiendo que la velocidad del
gje es de 2 400 cpm y que el esfuerze cortante permisible es de 7 500 psi, determine
la médxima potencia gue puede transmitirse por el eje.

3.9¢  En el gje escalonado que se muestra en la figura, el cual tiene un filete
completo de cuarto de caifia, el esfuerzo cortante permisible es de 80 MPa. Sabiendo
que 2 = 30 mm, determine el par de torsidn maximo permisible que puede aplicarse
al eje si @y d = 26 mm, b) d = 24 mm.

*3.8 DEFORMACIOT
CIRCULARES

o

Cuando se dedujeron las ecuaciones (3.10) y (3.16), que definen, respectiva-
mente, la distribucidn de esfuerzos y el dngulo de giro para un eje circular
sometido a un par de torsién T, se supuso que la ley de Hooke se aplicaba
en todo el eje. St la resistencia a la fluencia se excede en alguna porcidn del
gje, o si el material involucrado es frdgil con un diagrama no lineal de es-
fuerzo-deformacion a cortante, estas relaciones dejan de ser validas. E! pro-
posito de esta seccidn es desarrollar un método mis general, que pueda uti-
lizarse cuando no se aplique la ley de Hooke, para determinar la distribucidn
de esfuerzes en un eje sélido circular, y para calcular el par de torsién re-
queride para producir un angulo de gire dado.

Tenga en cuenta que no se supuso ninguna relacion especifica de es-
fuerzo-deformacién en ia seccidn 3.3, cuando se probd que la deformacion

Figura 3.33

a corte y varfa linealmente con la distancia p desde el eje de 1a flecha (figura
3.33). Asi, esta propiedad atin puede utilizarse en el andlisis y escribirse

_F
Y= c Y mix (34)

donde ¢ es el radio del gje.



Suponiende que el valor maximo 7, del esfuerzo cortante 7 se ha es-
pecificado, la grfica de 7 contra p puede obtenerse como sigue. Primero se
determina el valor de v, del diagrama esfuerzo-deformacién a corte, que
corresponde a 7., (figura 3.34), v se introduce en la ecuacion (3.4},

Figura 3.34

Entonces, para cada valor de p, se determina el valor cormrespondiente de -y
de la ecuacion (3.4) o de la figura 3.33 y se obtiene el esfuerzo cortante T
que corresponde a este valor de y del diagrama esfuerzo-deformacion de la
figura 3.34. Graficando 7 contra p se encuentra la distribucién deseada de es-
fuerzo (figura 3.35).

Recuerde ahora que, cuando se dedujo la ecuacidn (3.1) en la seccidn
3.2, no se supuso ninguna relacidn particular entre el esfuerzo y la deforma-
¢idn a corte. Puede, por lo tanio, utilizarse la ecuacién (3.1) para determinar
el par T que corresponde a la distribucidn de esfuerzos cortantes obtenida en
la figura 3.35. Considerando un elemento anular con radio p y espesor dp,
se expresa el elemento de drea en la ecuacion (3.1) como dA = 2np dp v se
escribe

T= J pr{2mp dp)
0

T = ZWJ Pt dp (3.26)
o

donde 7 es la funcién de g graficada en la figura 3.35.

Si T es una funcidn analitica conocida de v, la ecuacién (3.4) puede uti-
lizarse para expresar T come funcién de p, y la integral de la ecuacion (3.26)
puede obtenerse analiticamente. De otra manera, el par T puede obtenerse
mediante integracién numérica. Este cdlculo se virelve mds significativo si se
advierte gque la integral en la ecuacidn (3.26) representa el segundo momen-
to, o momente de inercia, con respecto al gje vertical del drea de la figura
3.35 localizada por encima dei eje horizontal y limitada por la curva de dis-
tribucion de esfuerzos.

Un valor importante del par de torsién es el par Gltimo 7, que causa la
falla del gje. Este valor puede determinarse a partir del esfuerzo cortante dl-
timo 7, del material eligiendo 1, = 74 y realizando los cdlculos indicados
antes. Sin embargo, en la practica es mds conveniente determinar T, experi-
mentalmente torciendo una probeta de un materiai dado hasta romperto. Su-
poniendo una distribucién de esfuerzos lineal ficticia, la ecuacién (3.9) se
emplea entonces para determinar el esfuerzo cortante méxime correspondien-
te Ry

Tue

RT = T (327)

3.9 Deformaciones plasticas en ejes

Figura 3.35

circulares
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Torsion

Figura 3.37

El esfuetzo ficticio Ry se denomina mddiulo de ruptura a torsion del mate-
rial dado. Puede utilizarse para determinar el par dltimo 7, de un eje hecho
del mismo material pero de diferentes dimensiones, a partir de despejar T,
de ia ecuacién (3.27). Ya que las distribuciones de esfuerzos real y lineal fic-
ticias mostradas en la figura 3.36 deben dar el mismo valor de 7 para el par

Figura 3.36

(ltimeo, las dreas gue definen deben tener el misme momento de inercia con
respecto al eje vertical. Por lo tanto, es claro que el médulo de ruptura Ry
siempre serd mayor que el valor real del esfuerzo cortante dltimo 7.

En algunocs casos, puede desearse determinar ia distribucidn de esfuer-
zos y el par T correspondientes a un dngulo de giro dado ¢. Esto puede ha-
cerse recordando Ia expresion obtenida en a seccion 3.3 para la deformacién
cortante y en términos de ¢, p y la longitud L del eje;

7= % (32)

Con ¢ y L dados, a partir de la ecuacidn (3.2) puede determinarse el valor
de ¥ correspondiente a cualguier valer dado de p. Utilizando el diagrama es-
fuerzo-deformacion del material, es posible entonces obtener el valor corres-
pondiente del esfusrzo cortante T y graficar 7 contra p. Una vez obtenida fa
distribucién del esfuerzo cortante, el par T puede determinarse analitica o nu-
méricamente, como se explicé antes.

ER

we

Se obtiene un panorama més amplio del comportamiento plistico de un eje
sometido a torsidn si se considera el caso idealizado de un eje circular séli-
do hecho de un material elastopldstico. Bl diagrama esfuerzo-deformacién a
cortante de tal material se muestra en la figura 3.37. Utilizando este diagra-
ma, puede procederse como se indicé anteriormente y encontrarse la distri-
bucidn de esfuerzos en una seccion del eje para cualquier valor del par T.

Mieniras el esfuerzo cortante 7 no exceda la resistencia de cedencia 7,
se aplica la ley de Hooke, y la distribucién de esfuerzos a través de la sec-
cion es lineal (figura 3.38a). ¥ T4 e8 dado por la ecuacidn (3.9):

- (3.9)



Al aumentar ef par, 7., finalmente alcauza el valor v, (figwra 3.385). Susti-
tuyendo este valor en la ecuacién (3.9) y despejando el valor cormrespondien-
te de T, se obtiene el valor 7y del par al inicic de Ia cedencia:
J
Ty = =1y (3.28)
-
H1 valor obtenido se conece como el par de torsidn mdxime eldstico, ya que
es el méximo par para el que la delormacién permanece completamente elds-
tica. Recordando que para un eje circular sélido J/c = 1a¢”, se tiene que

Ty = twcdry 329

b l—

Al incrementarse el par atin mds, se desarrolla una region pldstica en el
eje, alrededor de un nticleo eldstico de radio p, (figura 2.38¢). En la regidn
pldstica el esfuerzo es uniformemente igual a 7y, mientras que en el ndcleo
eldstico el esfuerzo varia linealmente con p y puede expresarse como

T

T

Ty a4
pyp (3.30)
Al anmentar 77, la regidn plastica se expande hasta que, en el limite, la de-
formacién es completamente plastica (figura 3.384).

La ecuacidn (3.26) serd utilizada para determinar el valor del par T co-
rrespondiente a un radio dado p, del ndcleo eldstico. Recordando que + estd
dado porla ecuacion (3.30) para 0 = p = py, vesiguala Ty para py = p =

c, se escribe
Ty ¢
1= Zar J p2<-— p) dp + 2ar f p*rydp
0 Py

iy

2, 2
= P ety — Ty
2 Loy
T= :?TCBTY(l - »-@) (3.31)
3 4
0, segun ia ecuacidn (3.29),
4 i
T=— ;/1** f\ (3.32)
3 4l

donde 7y es el par de torsion maximo elastice. Se advierte que, al acercarse
Py & cero, el par se aproxima al valor limitante

1, = ?1’} (3.33)
Hsle valor del par, que corresponde a la deformacidn completamente pldsti-
ca (Tigura 3.38d), se Hama el par de torsion pldstico del eje considerado. MNo-
te que la ecuacion (3.33) es vilida sélo para un eje circular sélido hecho de
wn material elastopldstico.

Como la distribucion de la deformacién a través de la seccidn permane-
ce lineal después del inicio de la cedencia, la ecuacidn (3.2) sigue siendo vé-
fida y puede wtilizarse para expresar el radio py del ndcleo eldstico en térmi-
nos del angulo de giro ¢. 8i ¢ es suficientemente grande para causar una
deformacidn pldstica, el radio p, del nicleo eldstico se obtiene igualando vy

3.10 Ejes circulares hechos de un material
elastoplastico

4

e
Figura 3.38
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Figura 3.38

&y

igual a la deformacion de cedencia vy en la ecuacion (3.2} v despejando pa-
ra el valor correspondiente py de la distancia p. Se tiene que
_Lyy

Sea ¢y el angulo de giro al inicio de la cedencia, es decir, cuando py = c.
Haciendo a ¢ = ¢by y a py = ¢ en la ecuacion (3.34), se tiene que

oy (3.34)

Lyy
by

c = (3.35)
Drvidiendo la ecuacidn (3.34) entre la (3.35), miembro a miembro, se oblie-
ne la siguiente relacién:t

Py _ Py
c )
Si se introduce la ecnacién (3.32) la expresion obtenida para py/e, el par
T’ se expresa come funcidn del dngulo de giro o,

4 ] 1 ¢y
T= q?’}(l - 45) {3.37)
donde Ty y ¢y representan, respectivamente, el par y el dngulo de giro al ini-
cio de la cedencia. Observe que la ecuacidn (3.37) s6lo puede emplearse pa-
ra valores de ¢ mayores que ¢y. Para ¢ << ¢y, la relacion enire Ty ¢ es li-
neal y estd dada por la ecuacidn 3.16. Combinando ambas ecuaciones, se
obtiene la grifica de 7 contra ¢ representada en la figura 3.39. Se verifica
que al aumentar ¢ indefinidamente, 7 se aproxima al valor limite T, = %T},
correspondiente al caso de una zona plastica completamente desarrollada (fi-
gura 3.384). A pesar de que el valor T, no puede alcanzarse en realidad, se
aproxima rdpidamente cuando aumenta cb. Para ¢ = 2¢hy, T estd cerca de 3%
de T,, y para ¢ = 3¢by, cerca de 1%.

Puesto que la grafica de T contra ¢ obtenida para un material elastoplds-
tico idealizado (figura 3.39) difiere en gran medida del diagrama esfuerzo-
deformacidn a cortante de dicho material (figura 3.37), estd claro que el dia-
grama esfuerzo-deformacidn a cortante de un maierial real o puede obtenerse
directamente de un ensayo de tensién Hevado a cabo en una varilla sélida cir-
cular hecha de dicho material. Sin embargo, un diagrama bastante exacto pue-
de obtenerse de un ensayo de torsién si la probela utilizada incorpora una
porcién que consista de un tubo circular delgado.z De hecho, puede supo-
nerse que el esfuerze cortante tendrd un valor constante 7 en esa porcidn. La
ecuacion (3.1) se reduce por to tanto a

T = pAt

(3.30)

donde p es el radio promedio del tubo y 4 el drea de su seccidn transversal.
Bl esfuerzo cortante es, entonces, proporcional al par de torsion, y valores
sucesivos de 7 pueden calcularse con facilidad de los valores correspondien-
tes de 7. Por otra parte, los valores de la deformacion a cortante -y pueden
obtenerse de ia ecuacidn (3.2) y de los valores de ¢ y L medidos en [a por-
cién tubular del espécimen.

i La ecuacidn (3.36) se aplica a cualquier material déctil con un punto de cedencia bien defini-
do, ya que su deduccidn es independiente de la forma del diagrama de esfuerzo-deformacién mds
alld del punto de cedencia,

% Para minimizar la posibilidad de falla por pandeo, ia probeta deberd ser hecha e tal manera
que la longitud de la porcidn tubular no sea mds larga que su didmeto.



Un gje circular sélido de 1.2 m de longited y 50 mm de didme- Despejando de la ecuacién (3.32) el térmizo {p,,/c)'“ v sustituyen-
tro, se sujeta a un par de torsidn de 4.60 kN - m en cada extremo do los valores de Ty de Ty, se tiene
{figura 3.40}. Suponiendo que el gje es de un material elastoplds-

tico con una resistencia de cedencia al corte de 150 MPa y un (&)’ —d ar_ 4 3{4.60 kN - ml - 0250
mdédulo de rigidez de 77 GPa, determine «) el radio del ndcleo ¢ T, 368 kN + m -
elastico, £) el dngulo de giro del eje. Dy

L= 0.630 py = 0.630(25 mm) = 15.8 mm

) Angulo de gire.  Primero se determina el dngulo de
gira ¢, al inicio de la cedencia de fa ecuacidn (3.16):

o o
=251 50 T (3.68 % 10°N - m)(12m)

LF PTG T 614 X 10 77 X 109 Pa)

=934 X 10 % rad

Figura 3.40 Despejando ¢ de la ecuacion (3.36) y sustiteyendo los valares
obtenidos para ¢, v para p,/c, se escribe
ay Fadio del nucleo eldstico.  Primero se determina el

par Ty al inicio de la cedencia. Utilizando la ecuacidn (3.28} con by 93.4 % 10”7 rad .
Ty = 150 MPa, ¢ = 25 mm y ¢ = ool =TT 60 = 148.3 X 10" rad
J = dmet = (25 X 107 m) = 614 X 107° m*
. o
se escribe
Jry {614 X 1079w {150 X 10 Pa 5 360°
Ty = e ( )(w ) =3.68kN-m ¢ = (1483 X 1077 rad) (—) = g.30°
c 25 X 107 m 27 rad
*3.11 ESFUERZOS RESIDUALES EN EJES CIRCULARES

En las dos secciones precedentes se estudio que una region pldstica se desa-
rrollard en un eje sometido a un par de torsién suficientemente grande, y que
el esfuerzo cortante 7 en cualquier punto dade de la regidn pldstica puede
obtenerse del diagrama de esfuerzo-deformacién a cortante de la figura 3.34.
Si se retira el par, la reduccién de esfuerzo y de deformacién unitaria en el
punio considerado tendrd lugar a lo largo de una linea recta (figura 3.41). Co-
mo se verd posteriormente en esta seccidn, el valor final del esfuerzo no se-
ré, en general, cero, ya que habrd un esfuerzo residual en la mayoria de los
puntos, que pedré ser positivo o negativo. Nole que, como en el caso del es-
fuerzo normal, el esfuerzo cortante continnard decreciendo hasta que haya
alcanzado un valor igual a su valor mdximo en C menos el doble de la resis-
tencia de cedencia del material.

L=r

0 7 ¥

Figura 3.41
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Figura 3.42

Considere otra vez el caso idealizado de un material elastoplastico ca-
racterizado por el diagrama esterzo-deformacidn a cortante de Ia figura 3.37.
Suponiendo que la relacion entre 7 y v en cualguier punto del eje permane-
ce lineal mientras el esfuerzo no decrezca por mis de 27y, puede utilizarse
la ecuacion (3.16) para obtener 2] dngulo en el cual el eje se destuerce al dis-
mimuir el par a cero. Como resultado, la descarga del eje serd representada
por una linea recta en el diagrama T-¢ {figura 3.42}. Observe que el dnguio
de giro no regresa a cerc después de que se ha retivado el par. De hecho, fa
carga v descarga del eje resulian en una deformacion permanente caracteri-
zada por el dangulo

(pr = ¢ {3.38)
donde ¢ corresponde a la fase de carga y puede obienerse de T al despejar
Ia ecuacion (3.38), y donde ¢’ corresponde a la fase de descarga y puede ob-
tenerse de la ecuacidn (3.16).

Los esfuerzos residuales en un material elastopldstico se obtienen al apli-
car ¢! principic de superposicitn de una manera similar a la descrita en la
seccién 2.20 para la carga axial. Considere, por una parte, los esfuerzos de-
bidos a la aplicacién del par dado T vy, por oira, los estuerzos debidos al par
igual v opuesto que se aplica para descargar el eje. El primer grupo de es-
fuerzos refleja el comportamiento elastopldstico del material durante Ja fase
de carga (figura 3.43a), v el segundo grupo el comportamiento lineal del mis-

@) {r) 4 )

Figura 3.43

mo material darante la fase de descarga (figura 3,458}, Sumando los dos gru-
pos de esfuerzos, se obtiene la distribucitn de esfuerzos residuales en el gje
(figura 3.43¢).

En la figura 3.43¢ se observa que algunos de los esfuerzos residuales fie-
nen el mismo sentido que los esfuerzos originales, mientras gue olros tienen
el sentido opuesto. Esto era de esperarse ya que, de acuerdo con la ecuacion
(3.1), Ia relacién

fp(rdA) =0 (3.39)

debe verificarse después de que se retira el parn



Para el gje del ejemplo 3.08 determine o) el dngulo de torsidn per-
manente, £} la distribucidn de los esfuerzos residuales después de
que se ha retirado un par de 4.60 kN - m.

&y A g ¢, Del ejemploe 3.08,
recuerde que el dngulo de gire correspondicnte al par dado es
¢ = 8.50° El dngulo ¢’ a través del que se destuerce el eje al
retirarse ¢l par se obtiene de Ia ecuacidn (3.16). Sustituyendo los
datos recibidos,

T=460%X10°N-m

L=12m

G =77 % 10°Pa

y el valor de J = 614 x 1077 m* obtenido en la sclucién del ejem-
plo 3.08, se tiene que

7L (460 X 10PN - m)(1.2 m)
JG (614 % 1077 m*)(77 % 10° Pa)

= 1168 % 107 rad

&'

360°
~= = §,69°
2 rad ?

¢ = (116.8 % 1077 rad)

T {MPa)

7 (MTPa)

150 frme g

El dngulo de torsidn permanente es, por lo tanto,
d, = — ¢' = 850° — 6.69° = L.8I°

Evh
5]

. Recuerde, del ejemplo 3.08,
que Ja resistencia a ia cedencia es 7, = 150 MPa y que el radio
del nicleo eldstico que corresponde al torque dado es py = 15.8
mm. La distribucion de esfuerzos en este eje es, por lo fanto, mos-
traca en la figura 3.44da.

La distribucion de esfuerzos debida al par opuesto de 4.60
EN - m requerido para descargar el eje es lineal, come se obser-
va en la figura 3.44%. El mdximo esfuerzo en la distribucidn de
los esfuerzos inversos se determina de la ecuacion (3.9%:

Te (460 X (0PN - m){25 X 1077 m)
h 614 = 107" w*

T =
nax
J

I

187.3 MPa

Superponiendo las dos distribuciones de esfuerzos, se obtie-
nen los esfuerzos residuales ilustrados en la figura 3.44¢. Se ve-
rifica que, aun cuando los esfuerzos inversos excedan la resisten-
cia a la cedencia 7y, 1a suposicidn de una distribucidn lineal para
estos esluerzos es vélida, ya que no exceden 27y,

7 {(MPa)

p
i
|
|
|
|
DR
158 mm | —118.4 -—-
23 mm
—187.3 |-
) by

Figura 3.44

!
i
i

- 13.8 wmm
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2.25 in. - PROBLEMA MODELO 3.7

El eje AB es de un acero dulce del que se supone tiene comportamiente elastoplds-
ticocon G = 11.2 % 10° psi y 7y = 21 ksi. Un par T se aplica y su magnitud se in-
crementa gradualmente. Determine la magnitud de T v el dngulo de giro correspon-
diente @) cnando ocwre la cedencia, b) cuando la deformacién es completamente

pidstica.
GO in.

SOLUCION

Propiedades geoméiricas

Las propiedades geométricas de la seccidn transversal son

=]
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A
=

ep = 415 = 075 in. ¢y = 2(2.251
J=4d7(ct — ¢ = {x[(1125 i) — (0.75 )] = 2.02 in*

a. Inicio de la cedencia. Para 7., = 7y = 21 ksi, se encuentra

vl (21 ksi)(2.02 in*)

T ==
g 1.125in.

Ty=377kip-in =

Haciendo p = ¢, ¥ ¥ = ¥y en la ecuacion (3.2) y despejando ¢, se obtiene el valor

de by

L 7l 21 X 107 psi}(60 in.
b Tk ( . P )( ) _ — 0,100 rad
a0 (1.125in3(11.2 > 10° psi)

hy = 5.73° <

T, = 4.1 kip - in,

IS

b. Deformacién completamente plistica. Cuando la zona pldstica alcanza la
superficie interna, los esfuerzos estdn distribuidos uniformemente como se muestra
en la figura. Utilizande Ia ecuacidn (3.16), se escribe

[2:]
T, = 2mr, f pldp =yl ~ cl)
€
= 221 ksi)[(1.125 in.}* — {0.75 in.)?]
T, =441kip-in 4

T Cuando se inicia la cedencia en la superficie interna, la deformacidn es completa-
o o mente pldstica: se tiene de.la ecuacidn (3.2):
3 f’/ﬂ I
R vl Tl (21 X 10° psi)(60 in.)

= = 0150 rad

i b= /G {0.75in)(11.2 X 10° psi)

by = 8.59° <

5
ﬁb)' (!"j b
Para dnguios mayores de giro el par de torsidn permanece constante; el diagrama
T-¢h del eje es como se muestra en la figura.

e
o
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Para el eje del problema modelo 3.7, determine los esluerzos residuales y el dngulo
de giro permanente después de que el par Tp = 44.1 kip - in. ha sido retirado.

SOLUCION

Al abordar el problema medelo 3.7, recuerde que se observa que cuando ia zona plds-
tica alcanzé la superficie interna, el par aplicado era T, = 44.1 kip * in. y el dngulo
de giro correspondiente era ¢y = 8.59°. Estos valores se muestran en la figura 1.

Descarga elstica.  El eje se descarga aplicando un par de 44.1 kip - in. en el
sentido mostrado en la figura 2. Durante esta descarga, el comportamiento del mate-
rial es lineal. Recordando del problema modelo 3.7 los valores encontrados para ¢,
¢, ¥ J, se obtienen los sigunientes esfuerzos y dngulo de giro:

Te, (441 Kip - in)(1.125 in.)

Tomax = J 2(}2 il}.d = 2456 ksi
¢ 0.75 in,
T = Tat — = (24.56 ksi)——m = 16.37 ksi
) 1.1251n.

LT (441 X107 psi)(60 in.)

=12 = 0.1170 rad = 6.70°
JG (202 )(11.2 X 10° psi) :

qbn‘

Esfuerzos residuales v angelo de torsidn permanente.  Los resultados de la
carga (figura 1) v de ia descarga (figura 2) se superponen (figura 3) para obtener los
esfuerzos residuales v el dngulo de torsién permanente ¢,,.

44.1 ip - in. 44.1 ldp - in.
7

144
i

pe

"1? e

e | keip - dn

463 lesi

T, = 441 kip - in. l‘"\

’ b; = 859"

b, = 159°

181



¢ = 32mm
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Figura P3.95

F.8%  Un eje solido de 2 in. de didmetro estd hecho de un acero dulce que se
supone elastoplastico con 7y = 20 ksi. Determine el esfuerzo cortante maximo y el
radio del miicleo elistico cansados por la aplicacion de un par de magnitud a}
30kip < in., &) 40 kip - in.

2 Un eje solido de 38 mm de didmetro estd hecho de un acero dulce que
se supene elastopldstico con 7, = 145 MPa. Determine el esfuerzo cortante miximo
y el radio del niicleo eldstico causados por la aplicacién de un par de magnitud a)
1.2KkN »m, b)) 1.8 kN - m.

Se observa que un prensapapeles (clip) enderezado puede torcerse varias
revoluciones con an par de torsion de apreximadamente 60 mN + m. Sabiendo que
el didmetro del alambre del prensapapeles es de 0.9 mm, determine el valor aproxi-
mado def esfuerzo a la fluencia del acero.

2.94  Una varilla sélida de 1.25 in. de didmetro es de un material elastoplds-
tico con 7y = 5 ksi. Sabiendo gue el niicleo eldstico de la varilla tiene un didmetra
de 1 in., determine la magnitud del par de torsidn aplicado a la variila.

.85 El eje circular sélido que se muestra en la figura es de un acero que se
supone elastopldstico con 7y = 1435 MPa. Deterimine la magnitud T del par de tor-
sion aplicado cuando fa zona pldstica tiene una profundidad de @) 16 mm, &) 24 mm,

3.88 Para el gje y la carga mostrados en el problema 3.93, determine el dn-
gulo de giro en un trame de 1.5 m de longitnd, suponga que G = 77.2 GPa.

Y7 El eje AB estd hecho de material elastopldstico con vy = 90 MPa y
G = 30 GPa. Para la carga mostrada, determine @) el radio del niicleo eldstico del
gje, by el dngulo de giro en ¢l extremo B.

1Z mm

Figura P3.97

: Un eje circular sélido de 0.75 in. de didmetro estd hecho de un malerial
que se supone elastoplistico con 7y = 20 ksi y G = 11.2 % 10% psi. Para un tramo
del gje de 4 ft de longitud, encuentre el maximo esfuerzo cortante y el dugulo de giro
causados por un par de torsidn de | 800 16 - in.



o

3.88  Upa varilia cireular solida estd hecha de un material que se supone elas-
topldstico. 51 7, v ¢, son, respectivamente, el par de torsion v el angulo de giro al

inicio de Ja fluencia, determine el dngulo de giro si el par se ncrementa a a) 1 =
LiT, by T = 1257, ) T = 13T

Un eje circular sélido de 1.25 in. de didmetro estd hecho de un mate-
rial que se supone elastopldstico con 1y = 18 ksi v G = 11.2 % 10% psi. Para un
tramo del eje de 8 ft de longitud, determine ¢l esfuerzo cortante méximo y el dngulo
de giro causades por un par de torsidn de 7.5 kip - in.

3 El ¢je hueco mostrado en Ta figura estd hecho de un material que se su-
pone eiastoplésﬁw con Ty = 145 MPay G = 77.2 GPa, Determine la magnitud del
par de torsidn T y el comrespondiente dngulo de giro @) al inicio de la fluencia, b)
cuando la zona plastica tene 10 mm de profundidad.

Y

G0 mm |

f/

i

Figura P3.101

b
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3E02 Para el gje del problema 3,101, determine «) el dngulo de giro para el
gue Ia seccidn se vuelve completamente pldstica, b} la magnitud T correspondiente
del par de torsidn. Trace la curva T-¢ para el ¢je.

Una varilla de acero se maquina como se muestra en la figura para for-
mar un eje sélide ahusado, al cual se le aplican pares de torsidn con magnitud
7 = 75kp - in. Suponiendo que el acero es elastopldsiico con 7y = 21 ksi ¥
G = 11.2 x 10° psi, determine ) el radio del niicleo pldstico en la porcion AB del
cie, 1) la longitud de la porcion CD que permanece completamente eldstica.

o E 51 la magnitud de los pares de torsidn aplicados al eje ahusado del pro-
blema 3.103 se incrementa lentamente, determine ¢) iz magnitud T de los pares mé-
ximos que pueden aplicarse al gje, 5) Ia longitud de la porcién CD gue permanece
completamente eldstica.

Considerando el gje parcialmente pldstico de la figura 3.384, derive la
ecuacién (3.32) recordando que la integral de la ecuacion (3.26) representa el se-
gundo momento alrededor del eje v del érea bajo la curva 7-g.

Una varilla sélida de laton con 1.2 in. de didmetro estd sometida a un
par de torsidn que causa un esluerzo cortante médximo de 13.5 ksi en la varilla. Ut-
lizando el diagrama 7-y gue se muestra en la figura para el latdn empleado, deter-
mine g) la magnitud del par de torsidn, b} el dngulo de giro correspondiente en un
tramo de 24 in. de la varilla.

Una varilla solida de latdn con 0.8 in. de didmetro y 30 in. de longitud
se tuerce un dngulo de 10°, Uiilizando el diagrama 7-y que se muestra en la figura
para el laton empleado, determine «) la magoitud del par de torsidn aplicado a la va-
rilla, ») el esfuerzo corfante maximo en la varilia,

Prablemas

Figura P3.703
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Figura P3.111

3108  Una varilla sélida de aluminio con 40 mm de didmetro se somete 2 un
par de torsion que le produce una deformacion cortante mdxima de 0.008. Utilizando
el diagrama 7~y que se ruuestra en la figura para la aleacidn de aluminio empleada,
determine ) la magnitud del par de torsién aplicado a la varilla, b} el dngulo de giro
en un tramo de 1a varilla de 750 mm de longitud.

0 0002 0004 0006 0008 0010
¥

Figura P3.108

2.108 La curva que se muestra en la figura P3.108 puede aproximarse me-
diante la relacidn

T =278 % 107 — 1.390 x 10¥°
Resuelva el problema 3.108 utilizando esta refacién y las ecuaciones (3.2) v {3.26).

3.110  El eje sdlido circular AB es de un acero que se supone elastopldstico
con Ty = 145 MPa y & = 77.2 GPa. El par de torsién T se incrementa hasta que el
radio def niclec elastico es de 6 mun. Determine el esfuerzo cortante residual mi-
ximo en el eje después de retivar el par T.

GOO mm

15 mm
Figura P3.110

3.191  La variila perforadora circular AB estd hecha de un acero que se supone
elastopldstico con 7, = 22 ksi y G = 11.2 % 10° psi. Sabiendo que a Ia varilla se le
aplica un par de torsion cen T = 75kip - in. vy después se relira, determine el es-
fuerzo cortante residual maximo en la varilla.
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En el problema 3.111, determine el dngule de giro permanente de la

wF

varilla.

i EI eje hueco AB estd hecho de un acero dulce que se supone elasto-
pldstico con 7, = 18 ksiy G = 11.2 X 10° psi. La magnitud 7 de} par de torsion se
incrementa lentamente hasta que la zona pldstica alcanza la superficic interior; des-
pués se retira el par. Determine a) el esfuerzo cortante residual médximo, b} el dngulo
de giro permanente.

Figura P3.113

3.114  El eje sélido que se muestra en la figura es de un acero que se supone
elastopldstico con 7y = 145 MPa y G = 77.2 GPa. El par de torsidn se incrementa
en magnitud hasta que el eje ha sido torcido a 6% después se retira el par de torsion.
Determine a) la magnitud y localizacion del esfuerzo cortante residual miaxime, &)
el dngulo de giro permanente.

06 m

16 numn

Figura P3.114

5y

4.715 En el problema 3.110, determine el dngule de torsidn permanente
del eje.
3.1%8  Un par de torsién T aplicado a una varilia sélida hecha de un material
elastopldstico se incrementa hasta gue la varilla se vuelve completamente pldstica, v
enlonces se retira el par. @) Muestre que la distribucion de esfuerzos residuales es
como se representa en la figura. 5) Determine la magnitud del par debida a los es-
fuerzos que actdan en la porcidn de la varilla localizada dentro de un circulo de ra-
dio ¢,

JEEY Después de que el eje hueco del problema 3.113 se ha cargado y des-
cargado como se describe en dicho problema, se aplica un par de tersién T, con sen-
tido opuesto al par original T aplicado al eje. Suponiendo que no hay cambic en el
valor de 7y, determine la magnitud 7 del par T requerido para iniciar la fluencia en
esta segunda carga. y compdrela con la magnitud 7' del par T que hizo que el eje
cediera en la carga original.

3,778 Después de que el gje sélido del problema 3.114 ha sido cargado vy des-
cargado come se describe en dicho problema, se aplica un par de torsién T con sen-
tido opuesto «l par de torsidn original T aplicado al eje. Suponiendo que no hay cam-
bic en el valor de ¢y, determine el dngulo de giro ¢ para el gue se indcia la fluencia
en esta segunda carga, y compdrelo con el dngulo ¢y para el que el gje comenzé a
ceder en ia carga original.

Figura P3.116

Problemas
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Las férmulas obtenidas en 1as secciones 3.3 v 3.4 para las distribuciones de
deformacién y de estuerzo bajo una carga torsional se aplican sélo a elemen-
tos con seccidn transversal circwlar. De hecho, su deduccién se baso en la su-
posicion de gue la seccidn transversal del elemento permanecitd plana y sin
distorsionar, v se vio en la seccidn 3.3 que la validez de esta suposicidn de-
pende de la simetria axiol del elemento, es decir, sobre el hecho de que su
apariencia permanece constante cuando se ve desde una posicién lija y se gi-
ra alrededor de su eje un dnguio arbitrario.

Una barra cuadrada, por el contrario, retiene la misima apariencia sélo si
se gira 90° o 180°. Siguiende un razonamiento similar al utilizado en la sec-
cidn 3.3, podeia mostrarse que Jas diagonales de la seccidn transversal cua-
drada de la barra y las lineas que unen los puntos medios de los lados de di-
cha seccidn permanecen rectas (figura 3.45). Sin embargo, debido a la falta
de simetria axial de la barra, cualquier otra linea dibujada en su seccidn trans-
versal se deformard cuando fa barra se tuerza, y la seccidn transversal mis-
ma se torcerd fuera de su plano original.

Se deduce que las ecuaciones (3.4) y (3.0), que definen respectivamen-
te las distribuciones de deformacidn y de esfuerzo en un eje circular eldsti-
co no pueden utilizarse para elementos no circulares. Por ejemplo, serfa errd-
neo saponer que el esfuerzo cortante en fa seccidn transversal de una barra
cuadrada varia linealmente con la distancia desde ¢l gje de la barra y que es,
por lo tanto, mayor er las esquinas de la seccién transversal. Como se verd
en seguida, el esfuerzo cortante en realidad es cero en estos puntos.

Considere un pequefio elemento clibico ubicado en una esquina de la sec-
cion ransversal de nna barra cradrada en torsion y seleccione los ejes coor-
denados paralelos a los bordes del elemento (figura 3.46a). Como la cara del
elemento perpendicular al eje v es parte de la superficie libre de Ia baira, to-
dos los esfuerzos en esta cara deben ser cero, Con referencia a la figura 3.4658,
se escribe

Figura 3.45

7e=0  7.=0 (3.40)

Por la misma razdn, todos los esfuerzos en la cara del elemento perpendicu-
lar al gje z deben ser cero, y se escribe

T, =0 T, =0 (3.41)

De la primera de las ecuaciones (3.40) v de la primera de las ecuaciones
Figura 3.46 (3.41), sigue que
Ty =0 T =0 (3.42)

Por lo tanto, ambas componentes del esfuerzo cortante en la cara del elemen-
to perpendicular al eje de la barra son cero. Se concluye que no hay esfuer-
zo cortante en las esquinas de la seccidn transversal de la barra.

Torciendo un modelo de caucho de una barra cuadrada, se verifica facil-
mente que no ocurren deformaciones —y, por lo tanto, tampoco esfuerzos—
a lo large de los bordes de la barra, mientras que las deformacicnes maxi-
mas —v, por lo tanto, los esfuerzos miximos— ocurzen a lo largo de la li-
nea ceniral de cada una de las caras de la barra {figura 3.47).

La determinacion de los estiuerzos en elementos no circulares sujetos a car-
Figura 3.47 ga torsional estd mds alld del alcance de este libro. No obstante, los resultados

obtenidos de la teorfa matemdtica de [a elasticidad para barras rectas con sec-
cion transversal rectangular uniforme se indicard aqui por conveniencia.t

1 Véase S. P. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory of Elasticiry, 3a. ed., MeGraw-Hill, Nueva York,
1969, seccion 109,



Denotando con L Ia longitud de la barra, con a v b, respectivamente, el lado
mds ancho y el mds angosto de su seccion transversal y con 7' la magnitad
de ios pares de torsidn aplicados a la barra (figura 3.48), se encuentra que el

Figura 3.48

miximo esfuerzo cortante ocurre a lo large de la linea central de la cara mds
anchea de la barra y es igual a

T
Tondx = o (343)
cabe
El dngulo de giro, por otro lado, puede expresarse por
TL
= e 3.44
cab’G ( )

Los coeficientes ¢, y ¢, dependen sélo de la razén a/b y se dan en la tabla
3.1 para una cantidad de valores de dicha razdn. Note que las ecuaciones
(3.43) v (3.44) son vilidas sélo dentro del rango eléstico.

TaBLA 3.1 Coeficientes
para barras rectangulares

en torsion

a/b cy (o2
1.0 (0.208 0.1400
1.2 0219 0.1661
1.5 0.231 0.1958
2.0 0.246 .229
2.5 0.238 (.240
3.0 0.267 .263
4.0 0.282 (0,281
5.0 0.291 (0.291

10.0 0.312 0.312
00 0.333 0.333

Se observa de la tabla 3.1 que para a/b = 5. los coeficientes ¢; y ¢, son
iguales. Puede demostrarse que para tales valores de a/b, se tiene que
(para a/b = 5 solamente) (3.45)

e = ¢y = 1 — 0.630b/a)

3

La distribucidn de esfuerzos cortantes en un elemento no circular puede
visualizarse con mayor facilidad utilizando la analegia de la membrana. Una
membrana efdstica hemogénea unida a un marco fijo y sometida a una pre-
sidn uniforme en uno de sus fados constituye un andlogo de una batrra en tor-
sién, este es, la determinacion e la deformacion de la membrana depende

3.12 Torsién de elementos ne circulares

1
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Tangente de Ia

Tovreoes Tesebrnen e o i
Marco rectangulas  qima pendiente

Membrana Tungeute horizontal

Figura 3.49

de la solucidn de la misma ecuacién diferencial parcial que la determinacion
de los esfuerzos cortantes en la barra. ¥ Mds especificamente, si ¢ es un pun-
to de la seccidn transversal de la barra v 7 el punto correspondiente de la
membrana (figura 3.49), el esfuerzo cortante 7 en @ tendrd la misma direc-
cién que la tangente horizontal a la membrana en ¢ y su magnitud serd pro-
porcional al mixime de pendiente de la membrana Q'.% Ademds, el par de
torsion aplicado serd proporcional al volumen entre fa membrana y el plano
del marco fijo. En el caso de la membrana de la figura 3.49, que estd unida
a un marco rectangular, la pendiente més pronunciada ocurre en el punto me-
dia N’ del lade mayor del marco. Por lo tanto, se verifica gque el méximo es-
fuerzo cortanie en una barra de seccién transversal rectangnlar ocurrird en el
punto medio N del lado mayor de la seccidn.

La analogia de la membrana también puede usarse con eficacia para vi-
sualizar los esfuerzos cortantes en cualquier barra de seccidn transversal uni-
forme no circular. En particular, constdere vartos elementos de pared delga-
da con las secciones transversales que se muestran en la figura 3.50, que estin
sujetos al mismo par de torsién. Utilizando la analogia de la membrana co-
mo ayuda para visualizar los esfuerzos cortantes, se advierte que, ya que el
mismo par se aplica a cada elemento, el mismo volumen estard localizado
bajo cada membrana, y la maxima pendiente sera casi la misma en cada ca-
so. Asi, para un elemento de pared delgada de espesor uniforme y forma ar-
bitraria, el médximo esfuerze cortante es el mismo que para una barra rectan-
gular con un valor muy grande de a/F y puede ser determinade de la ecuacidn

{3.43) con ¢, = 0.333§

Figura 3.50

T Ihid. Véase seccion 107,

i Esta es a pemdiente medida en una direccién perpendicular a fa tangente horizontal en (7'

§ También pudo haberse mostrado que el dngulo de giro puede determinarse con la ecuacion (3.44)
con ¢, = 0.333.



En 1a seccidn anterior se vio que la determinacién de esfuerzos en elemen-
tos no circulares generalmente reguiere del uso de métodos mateméticos avan-
zadoes. En el caso de gjes huecos no circulares de pared delgada, sin embar-
go, puede obtenerse una buena apreximacidn de la distribucion de estuerzos
en el eje por medio de un cilculo sencillo.

Considere un elemento cilindrico hueco con seccitn no circular sujeto a
una carga lorsional (figura 3.51).7 A pesar de que el espesor ¢ de la pared
puede variar dentro de una seccidn transversal, se supondrd que permanece
pequetio en comparacién con las demas dimensiones del elemento. Ahora se
desprende del elemento la porcidn coloreada de pared AB limitada por los
dos planos a una distancia mutea Ax, v por dos planos longitudinales per-
pendiculares a la pared. Como la porcion AB estd en equilibrio, la suma de
las fuerzas ejercidas sobre ella en la direccidn longitudinal x debe ser cero
{figura 3.52). Pero las tinicas fuerzas involucradas son ias fuerzas cortantes
F, v Ty ejercidas sobre los extremos de la porcion AB. Se tiene por lo tanto

EF‘.:O: FﬁfFB:O (346)

Ahora se expresa F, como el producto de esfuerzo cortante longitudinal
T, sobre la cara pequeflaz en A v del drea 1, Ax de dicha cara:

in = TAUA A“\_)

Note que, a pesar de que el esfuerzo cortante es independiente de la coorde-
nada x del punto considerado, puede variar a través de ia pared; por lo tan-
to, 7, representa el valor promedio del esfuerzo calculado a través de la pa-
red. Expresando Fy, de manera similar y sustituyendo #, v Fy en la ecuacién
{3.46), se escribe

’TA(IA AI) - TE(I‘B AI) - 0
0 Taly = Tplp (3.47)

Ya que A y B se escogieron en forma arbitraria, la ecuacidn (3.47) expresa
que el producto 7¢ del esfuerzo cortanie longitudinal 7 y del espesor de la
pared es una constante ¢ a (ravés del elemente. Denotando este producto con
q. se tiene que

¢ = Tf = constante (3.48)

Ahora se desprende un pequefio elemento de la porcidn AB de la pared
(figura 3.53). Como las caras superior e inferior de este elemento son parte
de fa superficie libre del miembre hueco, los esfuerzos en estas caras son
iguales a cero. De las ecuaciones (1.21) v {1.22) de la seccidn 1.12, se tie-
ne que fas componentes de esfuerzo indicadas en las ctras caras por flechas
punteadas son también cerc, en tanto que las representadas por [lechas soé-
lidas son iguales. Asi, ¢l esfuerzo cortante en cualquier punto de un corte
tramsversal del miembro hueco es paralelo a la superficie de la pared (fign-
ra 3.54) y su valor promedio calculado a través de la pared satisface la ecua-
cidn (3.48).

T La pared del elemento debe encerrar una sola cavidad y no debe estar ranurada. En otras pala-
bras, el elemente deberd ser topologicamente equivalente a un eje circular hueco.

3.13 Ejes huecos de pared delgada

Figura 3.52

N
1'3 5 LJ{‘- 7/ “'\
et 44
=\

T
Ax

Figura 3.53

Figura 3.54
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Figura 3.55

Figura 3.56

En este punto puede advertirse una analogia entre la distribucién de los
esfuerzos cortantes 7 en ¢l corte transversal de un eje hueco de pared delga-
da vy la distribucién de las velocidades v en agua que fluye en un canal ce-
rrado de profundidad unitaria y de ancho variable. A pesar de que la veloci-
dad v del agua varia de un punto a otro dependiendo de la variacion del ancho
r del canal, la tasa de flujo, ¢ = vz, permanece constante en el canal, del mis-
me modo gue 77 en la ecuacidon (3.48). Debido a esta analogia, el producto
g = 7t se conoce como el flujo de corte en la pared dei eje hueco.

Ahora se deducird una refacidn entre el par de torsion T aplicado a un
miembro hueco y el flujo de corte ¢ en su pared. Considere un pequefio ele-
mento de la seccidn de la pared, de longitud ds (figura 3.55). El drea del
elemento es dA = tds, y la magnitud de la fuerza cortante dF ejercida so-
bre el elemento es

dF = v dA = 7(tds) = (16} ds = g ds (3.49)

El momento dM, de esta fuerza alrededor de un punto arbitrario ¢ dentro de
la cavidad del miembro puede obtenerse al multiplicar dF por la distancia
perpendicular p desde () hasta la linea de accién de d¥. Se tiene

dMy = p dF = plg ds) = g(p ds) (3.30)

Pero el producto p ds es igual al deoble del drea 00 del tridngulo sombreado
de la figura 3.56. Se tiene, pues, que

dM s = g(2dd) (3.51)
Como la integral alrededor de la seccion de la pared del miembro izquierdo
de la ecuacidn (3.51) representa la suma de los momentos de todas las fuer-

zas cortantes elementales ejercidas sobre Ia seccidn de pared, y va que esta
suma es igual al par T aplicado al miembro hueco, se tiene que

T=¢dMy = $ g(2d0)
Puesto que el tlujo de corte ¢ es tna constante, se escribe
T = 2q (3.52)

donde @ es el drea bordeada por la Hnea central de la seccidn transversal de
la pared (figura 3.57).

Figura 3.57

El esfuerzo cortante 7 en cualquier punto dado de la pared puede expre-
sarse en términos del par T si se sustituye ¢ de la ecuacion (3.48) en la ecua-
cidn (3.52) y se despeja 7 de la ecuacién obtenida. Se tiene que

. T
T =
RRA

(3.53)

donde 7 es el espesor de la pared en el punto considerado y @ es el drea bor-
deada por la linea central. Recuerde que 7 representa el valor promedio del



esfuerzo cortante a través de la pared. Sin embargo, para deformaciones elds-
ticas la distribucién de esfuerzos a través de la pared puede considerarse ani-
forme y la ecuacion (3.53) dazd el valor real del esfuerzo cortante en un pun-
to dado de la pared.

Eldngulo de givo de un ¢je hueco de pared delgada puede obtenerse uli-
lizando el método de energia (véase capitulo t1). Suponiendo una deforma-
cion eldstica, puede mostrarset que ¢f dngunlo de giro de un gje de pared del-
gada de longitud L y médulo de rigidez G es

7L 5{ ds
JF

2
4G
donde la integral se calcula a lo largo de la linea central de la seccién de fa
pared.

¢ (3.54)

3.13 Ejes huecos de pared delgada

%)

191

Se [abricé por extrusién un tubo cuadrado de aluminio estrictu-
ral con una seccion transversal de 2.5 X 4 in. Determine el es-

fuerzo cortante en cada una de las cuatro paredes de una porcidn
de dicho tbo cuando se somete a un par de torsién de 24 kip - in,,
supouiendo @) un espesor uniforme de la pared de 0.160 in. {fi-
gura 3.58q), b) que, como resultado de una fabricacién defectuc-
sa, las paredes AB vy AC son de 0.120 in. de espesor y las pare-

des B} y CD son de 0.200 in. de espesor (figura 3.585). cada pared es

&y Tubo de espesor uniforme
deada por la linea central (figura 3.59) es

pared.

El drea bor-

(= (3.84 in.)(2.34 in.) = 8.986 in.”

Ya que el espesor de cada una de las coatro paredes es 7 = 0.160
in., se encuentra de la ecuacidn (3.53) que el esfuerzo cortante en

T 24 kip - in. _
T=E — = - e = 8 35 ks]
2t 2{0.160 in.)(8.986 in")
; 3.84 i ‘
| 41n. ! Al ‘ B
A i B e N
£ i
T i
: oare i £ 2 0160 in, il
—] e (160 i, 234 At
55 in. | = 0060 i, |
0,160 i, | | | | l
[y ——————————————— J
L [ 1 D
C | D
| Figura 3.59
o)
B} Tub con espesor varfable de pared,  Observando
i | 4. ' que el drea ¢ bordeada por la linea central es [a misma que en la
: 1 o parte a, y sustitayendo sucesivamente ¢ = G.120 in. y 1 = 0.200
1 in. en la ecuacion (3.53), se tiene
— == 0.120 in.
= , P
2.5 i, G200 i B _ 24 kip - in. oy
! AR = Tap = Tac = - —- = [L.13 ksi
L vk 2(0.120in.)(8.986 in")
C H D y
by
Figura 3.58 24 kip - in, .
g Tap = = 6.68 ksi

7P T 50,200 in. )(8.986 i)

Se advierte que el esfuerze en una pared dada depende sélo de

S €SPesor.

T Ver ef problema 11.70.
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Utilizando 7_., = 40 MPa, determine el par mdximo de torsién que
PEEM p
puede aplicarse a cada una de las barras de Jatén y al twbo de latén

Q> = que se muestran en la figura. Note que las dos barras sdlidas tienen

;/f =6 mm . . - s
- la misma drea de seccién transversal, y que Ia barra cuadrada v el

tubo cuadrado tienen las mismas dimensicones externas.

T

cab?

P T

donde el coeficiente ¢, se obtiene de Ia tabla 3.1 en la seccién 3.12. Se tiene

a=1b=0040m % = 1.00 ¢) = 0.208
7
Para 75 = Tpom = 40 MPa, se tiene
T T, .
Tgx & 5 40 MPa = - Ty =532N-m <
c,ab’ (0.208(0.040 m) '
2. Alora se tiene

a4 = 0.064 m b= 0.025m ? = 2.56
7

Interpolando en la tabla 3.1: ¢ = (0.259
11'} T’?
Tmdx = “wm:#; 40 MPa = - - =
) el 0.259(0.064 m)(0.025 m)

! Para un tubo de espesor £, el esfuerzo cortante estd dado
por fa ecuacion (3.53)

T

2t
donde 4 es ef drea bordeada por la linea central de la seccidn transversal. Se tiene
@ = {0.034 m){0.034 m) = 1.156 > 107> m?

Se sustiluye 7 = T, = 40 MPa y t = 0.006 m y se despeja el par de torsidn per-
misible:

T T,
40 MPa = : S—
2(0.006 m)(1.156 X 167" m”)

T =
2edd




Sabiendo gue T = 7 kip - in. y G = 5.6 % 10° psi, para cada una de fas
barras de latén amarilio lamirado en fifo que se muestran en la figura determine el
esfuerzo cortante wiximo y el dngulo de giro en el extremo B.

3920 Utlizando 7y, = 7.5 ksi y sabiendo que G = 5.6 X 10° psi, para
cada una de las barras de iatén amarillo laminado en [rio, determine el par de tor-
siétn T maximo que puede aplicarse y el dngule de giro correspondiente en el ex-

tremo 5.

? Sabiendo que la magnitud del par de torsién T es de 200N« m y que
G = 27 GPa, determine el esfuerzo cortante maximo y el dngulo de giro en el ex-
tremo £ para cada una de las barras de aluminio mostradas en la figura.

i)

]

I3 mm

23 mm

)

1
£
f
f
|
|

25 mm

900 mm .
—

Figura P3.121 y P3.122

3122 Usando Toerm = /0 MPa y & = 27 GPa, determine el par de torsidén T
méximeo que puede aplicarse v el dngulo de giro correspondiente en el extremo B
para cada una de las barras de aluminio gue se muestran en la figura.

2.923  Cada una de las tres barras de acero que se muestran en la figura es-
tdn sometidas a un par de torsidn con magnitud 7 = 275 N - m. Sabiendo que el
esfuerzo cortante permisible es de 50 MPa, determine la dimensidn b requerida para
cada barra.

Z.124 Cada una de las tres barras de aluminio que se muestran en la figura se
tuercen a un dngulo de 2°. Sabiendo que 4 = 30 mm, Tperw = 50 MPa, y G = 27
GPa, determine Ia longitud minima permisible de cada barra.

) g B

Cada una de las tres barras de acero que se muestran en la figura estén
sometidas a wn par de torsion de magnitud T = 5 kip - in. Sabiendo que el esfuerzo
cortante permisible es de 8 ksi, determine la dimensién b requerida para cada barra.

b
Figura P3.119 y P3.120

c)
Figura P3.123, P3.124, P3.125 y P3.126

&



Torsion

Figura P3.127 y P3.128

3. Cada una de las tres barras de aluminio que se muestran en la figura se
tuercen a un dngulo de 1.25°. Sabiendo que b = 1.5 in., Ty = 7.5 ksi, y G = 3.9
» 10° psi, determine la longitud minima permisible de cada bawra.

3.12¢ Los ejes A y B estan hechos del misme material y tienen la misma drea
de seccidn transversal, pero A tiene una seccidn transversal circular y B una seccion
tramsversal cuadrada. Determine 1a razén de los pares maximos Ty ¥y T que pueden
aplicarse con seguridad en A y B, respectivamente.

2,128 Los ejes A y B son del mismo material y tienen fa misma érea de sec-
clon transversal, pero A tiene una seccidn transversal circular y B una seccidn rans-
versal cuadrada. Calcule la razdn de los méximos valores de los dngulos by y ¢y 2
través de los que pueden torcerse, respectivamente, A y 5.

& i,
i

2% Determine la méxima seccidn transversal cuadrada permisible para un
eic de acero con 6 m de longitud si el esfuerzo cortante méximo no debe exceder de
120 MPa cuando el eje se tuerce una revolucién completa. Use G = 77.2 GPa.

2,130 Un dngulo de acero de 1.25 m de lengitud tiene una seccidn (ransver-
sal de L127 X 76 X 6.4. En el apéndice C puede encontrarse que el espesor de la
seccidn es de 6.4 nun con un drea de 1 252 mm?. Sabiendo que Tpermn = 00 MPa y
G = 77.2 GPa, e ignorando el efecto de las concenlraciones de esfuerzos, determine
a) ¢l par de torsion méaximo T que puede aplicarse, ») el dngule de giro cores-
pondiente,

& ' /
Pest 7

Figura P3.730

3.18%  Un par de torsidn de 5 000 1b - in. se aplica & un dngujo de acero de
6 £t de Jongitud con una seccién transversal de L4 > 4 X 1. Bn el apéndice C puede
encontrarse que el espesor de fa seccidn es de 3 in. v que su drea mide 2.86 in”. Sa-
biendo que G = 11.2 % 108 psi, determine «) el mdximo esluerzo cortante a lo largo
de la linea g-a, b) el dngule de giro.

Figura P3.131

3132 Un elemento de acero de 8 ft de largo con una scccién transversal W8
x 31 es sometido a un par de torsién de 5 kip - in. En el apéndice C pueden encon-
trarse Jas propiedades del acero laminado, Sabiendo que G = 11.2 % 10° psi. deter-
mine a) el maximo esfuerzo cortante a lo largo de la linea a-a. b) el mdximo esfuerzo
cortante a o large de la lnea b-b, ¢} el dngulo de giro. (Sugerencia: Considere el
abma y los patines del perfil por separado y obtenga una relacion entre los pares ejer-
cidos sobre el alma v sobre un patin, respectivamente, expresando que los dngulos

WE X 31
Figura P3.132

de giro resultantes son iguales.)



3.733 Un elemenic de acero de 3 m de largo fiene ana seccidn transversal
W250 > 58. Sabiende que & = 77.2 GPa y el esfuerzo cortante permisible de 35
MPa, determine @) el méximo par de torsién T que puede aplicarse, 5) el drgulo de
giro correspondiente. Consulte el apéndice C para oblener las dimensiones de la sec-
cién transversal ¢ ignore el efecto de las concentraciones de esfnerzos. (Vea la su-
gerencia del problema 3.132.)

W250 > 58

Figura P3.133

3,134 Un par de torsién de 5 kip - ft se aplica a un eje hueco de aluminio que
tiene la seccidn transversal mostrada en la figura. Ignore el efecto de las concentra-
cicnes de esfuerzos y determine el esfuerzo cortante en los puntos « y &.

3.135  Un par de torsidn de 5 kN + m se apiica a un gje hueco que tiene Ia sec-

cidn transversal mostrada en ia figura. Ignore el efecto de las concentraciones de es-
fuerzos y determine el esfuerzo cortante en los puntos a y b,

10 v

=
o

Smm |

~— G l— .2 in.

i o | b
0.3 in.

Figura P3.136

:
:
:
75 mm —=1

|

Figura P3.135

3.1328  Un par de torsion de 50 kip - in. se aplica a un eje hueco que tiene la
seccion transversal mostrada en la figura. Tgnore el efecto de las concentraciones de
esfuerzos y determine el esfuerzo cortante en los puntos a vy £

3137 Un par de torsidn de 750 N - m se aplica a un eje hueco que tiene la
seccion transversal mostrada e la figura y un espesor de pared uniforme de 6 mm.
Ignore el efecto de las concentraciones de esfuerzos y encuentre el esfuerzo cortante
en los puntos & y b.

41in.

Gin.

Figura P3.134

GO mm |

|
!
¥

Figura P3.137
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Un elemento huece de seccidn transversal como se muestra en la figura
estd elaborado con ldmina metdlica de 2 mm de espesor. Sabiendo que el esfuerzo
cortante no debe exceder de 3 MPa, determine ¢l par de torsidn maximo que puede
aplicarse al elemento.

50 mm

p i
J‘fm T
_r

50 mm

10 mn
Figura P3.138

2139y 3.1 Un elemento hueco de seccidn transversal como se muestra en
a figura estd elaborado con Jmina metdlica de 0.06 in. de espesor. Sabiendo que un
par de torsidn de 1 250 1b - in. se aplicard al elemento, determine la minima dimen-
sidn d que puede utilizarse si el esfuerzo cortante no debe exceder de 750 psi.

3 in-

Figura P3.139 Figura P3.140

3 . m--~~——>—| ‘ﬂ

2147  Uneje cilindrico hueco se disefié con la seccidn transversal que se mues-
ta en la figura (/) para resistir a un par de torsidn méximo de 7,. Sin embargo, un
defecto de fabricacidn produjo una pequefia excentricidad e entre las superficies ci-
lindricas interior y exterior del eje, como se aprecia en la figura (2). a) Exprese el
par de torsién maximo T que puede aplicarse con seguridad al eje defectuoso en ér-
minos de Ty, ¢ y +. &) Calcule la disminucidn percentual en el par de torsion permi-
sible para valores de la razén ¢/t iguales a 0.1, 0.5 y 0.9

Figura P3.141



.

tra en la figura es de ldmina de acero inoxidable de 3 mm de espesor. Los radios
¢; = 150mmy ¢, = 100 mm se miden desde [a Hnea central de la hoja de metal. Sa-
blendo que se aplica un par de torsion de magnitud 7 = 3 kN - m a} tubo, determine
a) el esfuerzo cortante midximo en el tubo, &) Ia magnitud del par que porta la co-
raza circular externa. Ignore la dimensién de la pequefia abertura por donde se co-
nectan las corazas exlerior e interior.

Figura P3.142 v P3.143

S.743  Un tubo de enfriamientc que tiene la seccién mostrada estd formado por
una ldmina de acero inexidable de espesor £. Los radios ¢, v ¢, s¢ miden desde la li-
nea central de 1a hoja de metal. Sabiendo que un par de torsién T se aplica al tubo,
determine en €rminos de 7, ¢). €5, v f el esfuerzo cortanle maximo en el tubo.

3.744  Se aplican pares de torsidn iguales a tubos de pared defgada que tienen
igual longitud L, mismo espesor 7, y radio ¢. Se ha ranurado longitudinalmente uno
de los tubos, como se indica en la figura. Determine a) la razdén 7,/7, de los esfuer-
zos cortantes maximos e los tubos, b) la razén ¢, /¢, de los dngulos de giro de los
ejes.

2.145  Un ¢je cilindrico hueco de longitud £, radio medio ¢, y espesor uni-
forme  se somete a un par de torsién de magnitud 7. Considers, por una parte, los
valores del esfuerzo cortante promedio 7, v del dngulo de giro ¢ obtenidos a par-
tir de las férmulas de torsién eldstica desarrolladas en las secciones 3.4 y 3.5 y, por
otra parte, los valores correspondientes obtenidos a partir de las férmulas desarrolla-
das en la seccién 3.13 para ejes huecos de pared delgada. a) Muestre gue el exror re-
lativo introducido al utifizar las férmulas para ejes de pared delgada en lugar de las
Tormulas de torsidn eldstica es el mismo para 7., ¥ ¢. ¥ que el ervor relativo es po-
sitivo y proporcional al cnadrado de la razdn #e,,. b) Compare el error porcentual
que corresponde a valores de la razén #/c,, de 0.1, 0.2 v (0.4,

Figura P3.145

42 Un tubo de enfriamiento con seccidn transversal como la que se mues- -

Figura P3.144

Problemas




Deformaciones en ejes circulares

Figura 3.14

Esfuerzos corlantes en of rango eléslico

it

__'_que muestm que dent;
© flécha cucu!m también ucma linealmente con la distancia desde el e]e de

Hste capitulo se dedicd al andlisis y disefio de ejes sometidos a pares de
forsidn, o momentos tersores. Bxcepto por las ditimas dos secciones del
capitulo el estudio se 1imité a ejes circulares.

En un estudio preliminar [véase seccidn 3.2] se seflald que la disiri-
bucidn de esfuerzos en la seccidn transversal de un eje circular es estdr-
camente indeterminada. La determinacidn de estos esfuerzos, por lo tan-
to, requiere de un andlisis previo de las deformaciones gue ocurren en el
eje [véase seccidn 3.3]. Habiéndose demostrado gue en un eje circular so-
metido a torsidn, foda seccidn transversal permanece plana y sin distor-
sidn, se dedujo la siguiente expresion para la deformacion cortante en un
elemento pequefio con lados paralelos y perpendiculares al eje de la fie-
cha y a una distancia p del eje:

VS (3.2

donde ¢ es el dngulo de giro para una longitud L del eje (figura 3.14). La
ecuacion (3.2) muestra que la deformacion a cortante en una flecha circu-
lar varia linealmente con la distancia desde el eje de la Slecha. Se dedu-
ce que la deformacidn es mdxima en la superficie del eje, donde p es igual
al radio ¢ del eje. Se escribié '

ci P e
Yemix — T Y= ;'}/m;’lx ) (73.3, 4)

Considerando los esfiterzos de corte en un eje circular dentro del ran-

" go eldstico [véase seccidn 3.4] y ;ecmdando la ley de Hooke p'ua el es-
_ _tuezzo ¥ la detmmamon a commte T = G’}/, se dedu;o la ;elacu}n '

Iel LdnUO eldbllCO cl esﬁre [, ccuranfe T en nina

fa ﬂec."m Tcrﬂa]aﬂdo la suma de momentos de las fuerzas elementales ejer-
cidas en’ cualquier seccion del eje a 1d magnitid T del par de torsidn 'lpll—
cac[o ‘11 eje se dudujcmn hs fommim pma Ia fm*s mn elasnm :

(3.9, 10)

donde ¢ es el radio de la seccidn transversal y J su momen(o ceatroiclal
. . T Lo S, . H A . P
polar de inercia. Se advirtié que J = swc* para un efe sélido y J =

dar{ch — ¢f) para in ejé hueco de radio interior ¢, y radio exterior ¢,.



Figura 3.20

Se observd que mientras el elemento a de a figura 3.20 estd en cor-
tante paro, el elemento ¢ en la musma figura estd sujeto a esfuerzos nor-
males de la misma magnitud, T/, siendo dos de los esfuerzos normales
a lension v dos a compresion. Esto explica por qué en un ensayo de tor-
si6n los materiales dictiles, que generalmente fatlan por corte, se rompe-
rin a lo largo de un plano perpendicular al eje del espécimen, mientras
que los materiales fragiles, gue son més débiles a tensién que a cortan-
te, se rompen a lo largo de superficies que forman un Llnnulo de 45“ con
ese gie. ' :

En la seccidn 3.5 se encontrd que dentro del TﬂﬂgD eldstico, el dngn-
lo de giro ¢ de un eje circular es proporcional al par de torsidn 7" aplica-
do a él (figura 3.22). Expresando ¢ en radianes, se escribe

_ 1L
¢ JG

(3.16)

donde L = longitud del eje
J = momento poiar de irercia de la seccion transversal
G = moédulo de rigidez del material

Si el eje se somete a pares de torsién en lugares distintos a sus extremos
o consta de varias partes de distintas secciones transversales y posiblemen-
te de diferentes materiales, el dngulo de giro del eje debe expresarse co-
mo la suma algebraica de los dngulos de giro de sus partes componenies
(véase problema muestra 3.3):

o= S (3.17)
oSG

Se observd que cuando ambos extremos de un eje BE giran (figura
3.26h), el angulo de givo del eje es igual a la diferencia enire los dngu-
los de rotacidn ¢y v ¢, de sus extremos. También se sefialé que cuando
dos ejes, AD y BE, se conectan por engranes A y B, los pares aplicados,
1espc,ct1vamente por el engrane A sob]e el eje AD y por el engrane B so-
bre el eje BE sou directamente proporcionales a los radios ry v ry de los
dos engranes, va qué las fuerzas aplicadas sobre eilos por los dientes en
C son iguales y opuestas. Por ofro lado, los dngulos ¢, y ¢ alrededor de
los cuales giran los dos ejes son inversamente proporcionales a 1y ¥ rg, ya
que los arcos CC" y CC", descritos por los dientes, son iguales [véase ejem-
plo 3.04 v plob]ema modelo 3.4]1.
- St las reacciones en los soportes de ua eje o los pares internos no pue-
den determinarse usando sdlo la estdtica, se dice que el gje es estdtica-
mente indeterminado fvéase seccidn 3.6]. Las ecuaciones cIe equilibrio ob-
tenidas a partir de los diagramas de cuerpo libre deben complementasse
con las relaciones que incluyan las deformaciones del eje que se obtuvie-
ron, a st vez, de la geometria del probiema [Veaqe E]empio 3.05 y ploble—
ma modelo 3.5]. - : L

Repaso y resumen del capitulo 3 JL‘

Angulo de giro

Figura 3.22

Extremo fijo

D

Figura 3.26b

Ejes gstaticamente Indeterminados
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Torsién

Ejes de transimision

Concentracionss da esfusrzos

Figura 3.31

Deformaciones plasticas

En la seccion 3.7 se explicod el disefio de ejes de transmision. Prime-
10 se observé que la potenua P tl'lHSHi_lti{ld por un eje es

P=2mfT (3.20)

donde T es el tmque e_]ermdo en cach extremo del eieyfesla frecuencia
o velocidad de rotacidn del eje. La unidad de frecuencia es la revolucidn
por segundo (s~ 1) o hertz (Hz). Si se emplean unidades SI, T se expresa
en newtons-metro (N - m) y P en watts (W). Si sé emplean unidades acos-
tumbradas en Estados Unidos, T se expresaen b-ft o b -in., v P en
ft - Ib/s o in. - Ib/s; 1a potencia puede convertirse entonces a caballos de

ﬁre: zat (hp) a tmves del uso de Ia rela,uon .

1 hp"‘ 550 fi Ib/s =6 600 m lb/q

' Pdr’i dlsenar un eJe para uansrmtu ind potencla dada P 4 tna frecuencia

b primero debe obtenerse T de Ia ecuacion (3.20). Llevando este valor y

el valor mdximo pe1mmble de 7 para el material utilizado a la férmula
5 elastlcw (3.9); se obtendrd el valor couespond}ente del p'tr'unetlo J/e, del
- que puede calcularse el didmetio requerido del eje [e}emplos 3.06 y 3.071.

- En Ja seccion 3 3.8'se analizan 1as conceniraciones de esﬁaeuos en ejes

fcxrcuhres Se vio que Ia conceniracmn de esfuerzos resultante de un cam-
- bio abmpto en el dmmeho de un eje puede réducirse gracias al uso deun
'ﬁlez‘e (ﬁﬁura' 3 ?]) El V’llOI‘ del esfuemo cmmnte nnxnno cn el hlete

(3.25)

daﬂde el esfue] 70 Tc/J Se calcula p’ll’l el ij: de menm dlamﬁtm y dom
“de K es un factor de conceutmczon de esfuerzos. Lo valowq de K se gra-
- ficaron en la figura 3.32 en 1a paBma 167 contra la razon f/d donde Fes
el radio dei hlete para varios valores de D/d.

. Las. Seccmnes 3.9'a3.11 tratan sobm el andlisis de las defommcaones

: plasrzcas y de los esfue: z0s residitales en ajes circilares. Primero sé recor-

d6 que aim cuando 10 s¢ aphque la ley de Hooke, la’ dlslubucmn de de-

ﬂprmaczones en un eje circular es swmple lineal [vease seccion 3.9, SI el

diagrama esfuerzo-deformacién a cortante para el material se conoce, en-

" tonces es posible graficar el esfuerzo cortante 7 contra Ia distancia p des-

de el eje de lu flecha para cualquier valor dado de e (figura 3.35),

Figura 3.35

Summdo 1'18 comubucmnes al pat de tore.lon de elemcntos mulcucs de 1a-
; cho p.y: espesor dp, se expwso el par Tcomo . : :

6l

- donde 7 es la funcion de p graficada en la figura 3.35. 5



Un valer importante del par de torsidn es el par dltimo 7, que causa
la fala del eje. Este valor puede determinarse, de manera experimental o
mediante los calculos indicados antes, igualando ., al esfuerzo cortan-
te dltimo del materiai 7, Teniendo 7y y suponiendo una distribucién li-
neal de esfuerzos (figura 3.36) se determina el estuerzo ficlicio correspon-
diente Ry = Tyc/J, conocido como ef modulo de ruptura a forsién del
material dado.

Considerando el caso idealizado de un e¢je sdilido circular hecho de un
material elastopldstico [véase seccion 3.10], primero se sefiald que, mien-
tras 7,4, 1o exceda la resistencia de cedencia 7, del material, Ia distribu-
cion de esfuerzos a través de una seccidn del eje es lineal {figura 3.38a).
El par de torsién Ty correspondiente a 7., = 7y (figura 3.385) se conoce
como el mdxfmo par de torsidn eldstico. Para un eje circular sdlido con
racio ¢, se tiene

Ty = 577y (3.29)

Al aumentar el par, se desarrolla una regién pldstica en el eje alrededor de
un niicieo eldstico de radio py. ¥l par Tque couebponde a un valor dado

de py es
_4 A
Ty(l _'OE)
3 4 ¢

(3.32)

Repasc y resumen del capitule 3

Méduio de ruptura

Figura 3.36

Figura 3.38

Se observd que caando py se apr OXHH‘I a cero, el pfu s¢ aplOXii’[l'l aun va-
101 hnnl'mte T ll'un'ldo p(li de fm smn piaslzw deI c}c consldemdo :

TP :"“T}."' B - (

33y
: 3)

IETE I

‘Graficando el par T contra el dngulo de giro ¢ de un eje circular s6-

lido (figtira 3.39), se obtuvo el segmiento de recta 0¥ definido por la ecua-

cidn (3 16, segaido’ por- una curva que- se apm}uma a la linea- recta
1" = T, definida por la ecuacién : e i -

}-..3

f
-
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e
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—
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-

Eie sdlido de material slastoplastico

0 by
Figura 3.39
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Torsién

Deformacion permansnte.

Esfusrzos residualas

Torsién an elemenios no circulares

Figura 3.45

Barras de seccidn ransversal rectangular

Figura 3.48

Eies huscos de pared delgada

Figura 3.57

Cargar un eje circular mas alld del inicio de la cedencia y descargar-
lo [véase seccidn 3,117 resulta en una de,fbrnmcr'éﬂ permanente caracteri-
zada por el dngulo de giro ¢, = ¢ — @', donde ¢ corresponde a la Tase
de carga descrita en el parrafo previo, y ¢’ a la fase de descarga represen-
tada por una linea recta en la figura 3.42. También existirdn esfuerzos re-

é

Figura 3.42

siduales en el eje, que se determinan sumandoe los esfuerzos maximos al-
canzados durante la fase de carga v los esfuerzos inversos correspondien-
tes a la fase de descarga [véase ejemplo 3.09].

Las tltimas dos secciones del capitulo trataron de la torsién de ele-
mentos no circulares. Primero se recordd que la deduccidn de las féormu-
las para la distribucién de deformacidn y de esfuerzo en ejes circulares se
basd en que, debido a la simetria axial de estos elementos, las secciones
circulares permanecen planas y sin distorsidn. Puesto que esta propiedad
no se mantiene para elementos no circulares, como fa barra cuadrada de
la fignra 3.45, ninguna de las formulas deducidas anteriormente puede uti-
lizarse para su andlisis [véa%e seccidn 3.121.

Se indicd en la seccidn 3.12 que en el caso de bartas rectas con sec-
cion transversal rectanguiar uniforme (figura 3.48}, el esfuerzo cortante
midximo ocwre a lo largo de la lidea central de la cara mds ancha de la
barra. Se dieron sin demostracion las férmulas para el esfuerzo cortante

“médximo y para el dngulo de giro. También se analizé la analogia de la

membrana para wsmh?n h {hqtubumon de esfuerzos en un elemento no

cncuidr

~A continuacion se e:tucho EEL dl‘:ti 1buc1on de esfuelzos en ejes huecos

o circuldres de pared delgcrda [vease seccién 3.131, Se vio que el ésfuei-
: "'zo cortante es’ pamlelo a la stperficie’ de la'pared 'y que varia tanto a tra-
C vés de [a pmed como a 1o fargo c[e la seccidn transversal de la pcued De—
m)tando ¢on't el valor pmlncdlo del esfuerzo cortante calculddo a través
" de la.pared en un punto dado de la seccién transversal, v con ¢ el espe—
" sor de la pured en ese punlo (figura 3. ‘37) se mostrod que el pioducto g =

Hdmddo flujo’ de corte; es constante a 10, largo de 1a seccién tmnwm ‘idl

- Ademds; denotancio por T"el par de torsién 1])11cac'£o al eje hueco ¥ por

(1 el drea bordeada por la linea central: de la seccidn fransversal de la. pa-
red; se'éxpresé de Ia siguiente manera el esfuerzo coltdnte pmmecilo
umlqmm punto d&do cle h seccidi Uans'vemal SRR

T = S (353)
20 R




3.148 La varilla de aluminio BC (G = 3.9 % 10° psi) estd unida a la variila
de latdn AB (G = 5.6 > [0° psi). Sabiendo que cada varilla es sdlida y tiene un did-
metro de 0.5 in., determine el dngulo de giro a) en B, ») en C.

54t e Aluminio

\c
S
e 500 b - in.

Figura P3.7146 Figura P3.147

3147 En el sistema de engranes céricos mostrado en la figura, o = 18.43°,
Sabiendo que el esfuerzo cortante permisible es de 8 ksi en cada eje y que el sis-
tema estd en equilibrio, determine el mdximo par de torsién T, que puede apli-
carse en A.

3148 Un par de torsién T se aplica a la varilla de acero de 20 mm de dia-
metro AB. Suponiendo que el acero sea elastoplistico con G = 77.2 GPa y 7, = 145
MPa, determine «a) el par T cuando el dngulo de giro en A es de 25°, ) el didmetro
correspondiente del niicleo eldstico dal eje.

Figura P3.148
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Figura P3.152
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Figura P3.153 y P3.154

2.148  El arreglo de eje, disco y banda que se muestra en la figura se emplea
para transmitir 3 hp desde el pumte A hasta el punto D. a) Utilizando un esfuerze cor-
tante permisible de 9 500 psi, determine la velocidad requerida del eje AB. &) Re-
suelva el inciso a, supeniendo que los didmetros de los ejes AB y CD son, respecti-
vamente, de 0.75 in. v de 0.625 in.

Figura P3.149

3150 B! esfuerzo penmisible es de 50 MPa en la varilla de laton AB vy de 25
MPa en la varilla de alwmninic BC. Sabiendo que un par de torsién con magnitud
T'= 125N - m se aplica en A, determine el didmetro requerido de «) la varilla AB,
by la varilla BC.

3757 La varilla sélida BC tiene un didmetre de 30 mm vy estd hecha de un
aluminio cuyo esfuerzo cortante permisible es de 25 MPa. La varilla AB es lureca v
tiene un didmetre interior de 25 mm; estd hecha de un latén cuyo esfuerzo cortante
permisible es de 50 MPa. Determine «) el mdximo didmetro interior de la varilia AR
para el que el factor de seguridad es el mismo en cada varilla, &) el maximo par de
torsidn que puede aplicarse en A.

3152  La camisa de acero CD ha side unida al eje de acerc de 40 mm de did-
metro AE mediante bridas rigidas soldadas a la camisa y al eje. El didmetro exterior
de la camisa es de 80 mun y su espesor de pared mide 4 mum. Si se aplican pares de
torsidn de 500 N - m como se muestra en la figura, determine el esfuerzo cortante
mdximo en la camisa.

3153  Sabiendo que el didmetro interno del eje hueco mostrado es d = 0.9 in.,
determine el esfuerzo cortante méximo causado por un par de torsidn con magnitud
T=9kip - in.

3,754  Sabiendo que d = 1.2 in., determine el par de torsidn T que causa un
esfuerzo cortante mdximo de 7.5 ksi en el gje hueco mostrado en la figura.

2185  Dos efes son del mismo material. La seccidn transversal del eje A es
cuadrada con un lado b y la del eje B es un circulo con didmetro 4. Sabiendo que los
ejes estdn sometidos al mismo par de torsidn, encuentre la razén 7,/7y de los es-
fuerzos cortantes maximos que ocurren en los ejes.

F—b—  —b—

A B
Figura P3.155



5 El eje alargado, hueco y ahusado AB tiene espesor uniforme t. Si G es
el méduolo de rigider, muesire que ef éngulo de giro en el extremo A es

TL ¢4+ cp

by =

drGt oy
5757  Los pares de torsién mostrados en ta figura son ejercidos sobre las po-
leas A y B. Sabiende que los ejes de acere son sélidos v G = 77.2 GPa, determine
el dngulo de giroentre a} Ay B, B) A y C.

S r
30 mm ——~ 0.9| i

Ty = 40N m I
0.75m

.
[=]
¥

Figura P3.157

Lus stguienies problemas se disefiaron para ser resneltos con una compitaders,

3.C1  Eleje AB consta de n elementos cilindricos homogéneas, los cuales pue-

|

den ser sélidos o huecos. Su exlremo 4 estd fijo, mientras que su extremo B es libre
y estd sometido a la carga que se muestra en Ia figura. La longitud del elemento / se
denota por L;, su didmetro exterior mediante O, su didmetro interior con /12, su
modulo de rigidez por G, y el par de torsién aplicado a su extremo derecho por T,
siendo su magnitud T; supuesta positiva si T, se observa antihoraria desde el extremo
By negativa si es de otro modo. {Advierta que iD; = 0 si el elemento es sdlido.)
a) Bseriba un programa para computadora que pueda utilizarse para determinar el es-
fuerzo cortante mdxime en cada elemento, el dngulo de gire en cada elemento, y el
dngulo de giro del eje completo. b) Use este programa para resolver los problemas
3.36, 337 y 3.157.

Problemas para computadora 2@5

Figura P3.156

- Blemento n

Figura P3.C1



2@@ Torsion

Elemento n

Figura P3.C3

Figura P3.C4

202 Bl ensamble mostrado en la figura consta de n ejes cilindricos, sélidos
o huecos, conectados por engranes y apoyados en ménsulas (que no se muestran). El
extremo A; del primer eje es libre y estd sometido a un par de forsion Ty, mientras
que el extremo B, del iltimo eje es fijo. La longitud del eje A;B; se denota con L, su
didmetro exterior mediante OD,, su didmetro interior por [0, y su mddulo de rigidez
por G, (Advierla que /D, = 0 si e elemento es sélido.} El radio del engrane A; se
denota por a;, y el radio del engrane B, mediante b, a) Escriba un programa para
computadora que pueda utilizarse para determinar el esfuerzo cortante mdxime en
cada eje, el dngulo de gire de cada eje, y el dngulo gue gira el extremo A, &) Utilice
este programa para resolver los problemas 3.42, 3.43 y 3.44.

%
Bg :‘\1 d

Figura P3.C2

3.03  Eleje AB consta de a elementos cilindricos homogéneos, 1os cuales pue-
den ser sélidos o huecos. Sus dos extremos estin fijos y se sujeta a la carga que se
muestra en ia figura. La longitud del elemento 7 se denola con L;, su didmetro exte-
rior con 0D, su didmetro interior por 7D, su médule de rigidez mediante G, y el
par de torsidn aplicado a su extremo derecho por T, cuya magnitud T; se supone po-
sitiva si se observa que T, es antihoraria desde el extremo B y negativa en el caso
contrario, Advierta que D, = 0 si el elemento es solido y también que T, = 0. Es-
criba un programa para computadora que puedsa ulilizarse para determinar las reac-
ciones en A y en B, el esfuerzo cortante mdximo en cada elemento, y el dngulo de
giro de cada elemento. Utilice este programa «) para resofver el problema 3.56. £)
para determinar el esfuerzo cortante midxime en el eje del ejemplo 3.05.

2.54  El gje cilindrico sélide y homogéneo AB tene longitud L, didmetre 4,
mddulo de rigidez G, vy resistencia a la fluencia 7,. Esie eje se somete a up par de
torsidn T que se incrementa gradualmente desde cero hasta que el dngule de giro del
eje alcanza un valor mdximo ¢,, y entonces se reduce a cero. ) Bscriba un programa
de computadora que, para cada uno de 16 valores de ¢, espaciades uniformemenie
en un range que vaya desde 0 hasta un valor 3 veces mayor que el dngalo de giro al
inicio de la [luencia, pueda utilizarse para determinar el méxime valor T, del par de
torsion, el radio del nicleo eldstico, el esfuerzo cortante maximo, la torsion perma-
nente, y el esfuerzo cortante residual tante en la superficie del eje como en fa inter-
Taz del nicleo eldstico y la region plastica. b) Utilice el programa para obtener res-
puestas aproximadas a los problemas 3.111, 3.112 y 3.114.



i
o

La expresion exacta para el dngulo de giro de un eje sélido ahusado
AB cuando se le aplica un par de torsién T, como se muestra en la figura, esid
dada en el problema 3.61. Deduzca una expresion aproximada para el dngulo de
giro reemplazando el eje abusado por n ejes cilindricos de igual longitud y radio
= {n + i 3}c/n), donde i = 1,2, ..., n Utlizando para 1, L, G y ¢ valores de
su eleccidn, determine el porcentaje de error en la expresion aproximada cuando )
n=4 hyn=8c)n=20dn=100.

Figura P3.C5

.06

358 Un par de torsidn T se aplica, como se indica en la figura, al eje largo,
hueco y ahusade AB con espesor uniforme 1. La expresion exacta para el dngulo de
giro del gje puede obtenerse de la expresién dada en el problema 3.156. Deduzca una
expresion aproximada para el dngulo de giro reemplazando el gje ahusado por » ani-
llos cilindricos de igual longitad y radio 7, = (n + § — %)(c/n), dondei = 1,2,...,n
Utilizando para T, L, G, ¢ y t valores de su eleccidn, determine el porcentaje de ervor
en la expresion aproximada cuande ) n =4, D n =8, oy n = 20, &y n = 100.

Figura P3.C6

Probiemas para compuiadora
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ODUCCION

En los capitulos precedentes se estudid como determinar los esfuerzos en eie-
mentos prisméticos sometidos a cargas axiales o a pares de torsién. En este
capitulo y en los dos siguientes se analizardn los esfuerzes y las deformacio-
nes en clementes prismiticos sujetos a flexion. La flexidn es un concepto
muy impertante, ya que se utiliza en el disefio de muchos componentes es-
tructurales y de mdaquinas, tales como vigas y trabes.

Este capitalo se dedicard al andlisis de elementos prismdticos semetidos
a pares 1guales v opuestos M v M’ que actian en el mismo plano longitudi-
nal. Se dice que tales clementos estin sujetos a flexidn pura. En la mayor
parte del capitulo, se supondrd gue los elementos poseen un plano de sime-
triz v que los pares M y B’ actdan en dicho plano (figura 4.1).

Figura 4.1

Un ejemplo de Ilexién pura es, por ejemplo, lo que le ccurre a una barra de
una pesa gimnastica como las que sostienen ios levantadores de pesas enci-
ma de su cabeza, como se muestra en la pagina opuesta. La barra tiene pe-
sos 1guales a distancias iguales de las manos del levantador de pesas. Debi-
do a la simetria del diagrama de cuerpo libre de la barra (figura 4.24), las
reacciones en las manecs deben ser iguales y opuestas a los pesos. Por lo
tanto, en lo que se refiere a la porcidn central CD de la barra, los pesos ¥
las reacciones pueden reemplazarse por dos pares iguales y opuestos de
960 1b - in. (figura 4.254), mostrando que la porcidén central de la barra se en-
cuentra en {lexién pura. Al realizar un andlisis similar al eje de un pequefio
remolgue (Tigura 4.3) se verfa que, entre los puntos donde estd unido al re-
molque, el gje estd en flexidn pura.

A pesar de lo interesantes que pueden ser las aplicaciones directas e la
flexidn pura, el dedicar un capitulo entero a su estudio no estarfa justificado
si no fuera por el hecho de que los resultados obtenidos serdn utilizados en
el andlisis de otros tipos de carga, come las cargas axiales excéntricas y 1as
cargas transversales,

Figura 4.3 En el peguefio remolque mostrado la porcidén
central del gje estd en flexién pura.

26 in.

4.1 Introduccion

12 in.

S0 1b

)

", &
% = 960 b - in. E'=9501h - in
by
Figura 4.2



Flexién pura

i
Figura 4.4

Figura 4.6

La figura 4.4 muestra una prensa de bawra de acero de 12 in. utilizada
para gjercer fuerzas de 150 Ib sobre dos piezas de madera mientras se unen
con adhesivo. La figura 4.5a presenta las fuerzas iguales y opuestas ejerci-
das por la madera sobre Ia prensa. Estas fuerzas producen una carga excén-
trica de la porcidn recta de la prensa. En la figura 4.54 se efectud un corte

r“i 3in——

b)

Figura 4.5

CC' a través de la prensa v se ha dibujade un diagrama de cuerpo libre de
la porcidn superior de la prensa, del que se concluye que las fuerzas internas
en la seceidn son equivalentes a una fuerza axial de tensién P de 150iby a
un par ¥ de 750 Ib - in. De esta manera pueden combinarse los conocimien-
tos adgquiridos acerca de los esfuerzos bajo una carga cenfrada v los resulta-
dos del andlisis subsiguiente de los esfuerzos en flexion pura para obtener la
distribucidn de esfuerzos bajo una carga excéntrica. Esto se discutird con ma-
yor profundidad en la seccidon 4,12,

El estudio de la flexidn pura también jugard ur papel esencial en el es-
tudio de las vigas, es decir, el estudio de los elementos prismaticos someti-
dos a varios tipos de cargas transversales. Considere, por ejempio, una viga
en voladizo AB que soporta una carga concentrada P en su extremo libre {fi-
gura 4.6¢). Si se realiza un corte en C a una distancia x de A, se observa del
diagrama de cuerpe libre de AC (figura 4.66) que las fuerzas internas en ¢l
carte consisten en una fuerza P’ igual y opuesta a P y de un momento M
con magnitud M = Px. La distribucion de esfuerzos normales en la seccion
puede abtenerse del par M como si la viga estuviera en flexién pura. Por otra
parte, los esfuerzos cortantes en la seccidn dependen de la fuerza P’ v se
aprenderd en el capitulo 6 como determinar su distribucién por encima de
una seccién (ransversal dada.

La primera parte del capitulo se dedicard al andlisis de los esfuerzos v
deformaciones causados por la flexion pura en un elemento homogénec que
posea un plane de simetria y que esté elaborado de un material que siga la
ley de Hooke. En un andlists preliminar de esfaerzos debidos a flexion (sec-
cion 4.2} se utilizardn métodos de estatica para deducir tres ecuaciones fun-
damentales que deben satisfacerse por los esfuerzos normales en cualquier
seccidn transversal dada del elemento. En la seccidn 4.3 se demostrard que



las secciones transversales permanecerdn planas en un elemento sometido a
flexion pura, mientras que en la seccion 4.4 se desarrollarin f6rmulas que
pueden utilizarse para determinar los esfirerzos normales, asi como el radio
de curvatura para dicho elemento dentro del rango eléstico.

En la seccion 4.6 se estudiardn los esfuerzos y deformaciones en elemen-
tos compuestos hechos de mds de un material, como vigas de concreto refor-
zade, que combinan las mejores caracteristicas del acero y del concreto y se
utilizan con mucha frecuencia en la construceidn de edificios y puentes. Se
aprenderd a dibujar una seccidn transformada que represente la seccidn de
un elemento hecha de un material homogéneo que sufra las mismas defor-
maciones que e elemento compuesto bajo la misma carga. La seccidn trans-
formada se utitizard para encontrar los esfuerzos y las deformaciones en el
elemento compuesto original. La seccidn 4.7 se dedicard a la determinacion
de concentraciones de esfuerzos que se producen en lugares donde ia sec-
cidn transversal del elemento sufre un cambio repentine.

En la siguiente parte del capitulo se estucliardn las deformaciones plds-
ticas en [lexion, es decir, la deformaciéon de elementos que se hacen de un
material que no sigue la ley de Hooke v que estdn sometidos a flexion. Des-
pués de un andlisis general de las deformaciones de dichos elementos (sec-
cidn 4.8) se investigardn los esfuerzos y deformaciones en elementos hechos
de nn material elastopldstico (seccion 4.9). Comenzando con el momento
eldstico mdximo My, que corresponde al inicio de la fluencia, se considera-
rdn los efectos de momentos cada vez mayores hasta que se alcance el mo-
mento pldstico M, instante en el que el elemento ha cedido por completo.
También se aprenderd a obtener las deformaciones permanentes y 1os esfuer-
zos residuales que resultan de tales cargas (seccion 4.11). Deberd advertirse
que durante el ditimo medio siglo la propiedad elastoplastica del acero se ha
utilizado ampliamente para producir mejores disefios tante en seguridad co-
Mo en si costo,

En la seccidn 4.12 se aprenderd a analizar una carga axial excéntrica so-
bre un plano de simetrfa, come la mostrada en la figura 4.4, superponiendo
los esfuerzos debidos a la flexién pura y los esfuerzos debidos a una carga
axial centrada.

El tema de la flexién de elementos prismdticos concluye examinando la
Fexion asiméirica (seccion 4.13) y el caso general de cargas axiaies excén-
tricas (seccion 4.14). La dltima seccidn del capitulo se dedicard zl andlisis
de estuerzos en elementos curvos (seccién 4.15).

i

TRICO SOM

Considere un elemento prismético AF con un plano de simetria v semetido
a pares iguales v opuestos M vy M’ gue actdan en diche piano (figura 4.7a).
Se observa gue si se efecttia un corte a través del elemento AB en algtin pun-
to arbitrario C, las condiciones de equilibric de la porcion AC del elemento
requieren que las fuerzas internas en la seccidn sean equivalentes al par B
(figura 4.7b). Asi, las fuerzas internas en cualquier seccidn transversal de un
elemenlto simélrico en flexién pura son equivalentes a un par. El momento M
de dicho par se conoce como el momenio flector en la seccidn. Siguiendo la
convencion acostumbrada, un signo pesitivo se asignard a M cuando el ele-
mento se flexiona como se indica en la figura 4.74, esto es, cuando la con-
cavidad de la viga mira hacia arriba, y un signo negativo en caso contrario.

Figura 4.7

4.2 Elemento simétrico sometido
a flexion pura




Flexion pura

Denotando por o, el esfuerzo normal en un punto dado de la seccién
transversal y por 7, y 7,; las componentes del esfuerzo cortante, se expresa
que el sistema de fuerzas internas elementales ejercido sobre la seccién es
equivalente al par M (figura 4.8).

i
Figura 4.8

Recuerde de [a estitica, que an par M en realidad consiste de dos fuer-
zas iguales y opuestas. La suma de las componenies de estas fuerzas en cual-
quier direccidn es, por tanto, igual a cero. Ademads, el momento del par es el
mismo alrededor de cualguier eje perpendicular a su plano, y es cero alrede-
dor de cualguier eje contenido en dicho plano. Seleccionando el eje z arbi-
trariamente, como se muestra en la figura 4.8, se expresa la equivalencia de
las fuerzas internas elementales y del par M escribiendo que las swmas
de las componenies y de los momentos de las fuerzas elementales son igua-
les a las componentes y momentos correspondientes al par M

compenentes en x: Jo, dA =10 (4.1)
momentos alredecor del eje y: Jzoo dA =0 (4.2)
momentos alrededor del eje z: J{~yo, dAYy = M (4.3)

Podrian obtenerse tres ecuaciones adicionales haciendo iguales a cero las su-
mas de las componentes en vy, las componentes en 7 v 1os momentos alre-
dedor del eje x, pero estas ecuaciones involucrarfan inicamente las compo-
nentes de esfuerzo cortante y, como se verd en la siguiente seccidn, las
componentes del esfuerzo cortante son ambas iguales a cero.

En este punto deben hacerse dos anctaciones: 1) El signo negativo en
la ecuacion {4.3) se debe a que un esfuerzo de tension (o, > 0) lleva a un
momento negative (en el sentido de las agujas del reloj) de la fuerza nor-
mal o,dA alrededor del eje 7. 2) La ecuacion {4.2) podria haberse anticipa-
do, ya gue la aplicacién de pares en el plano de simetrfa del elemento AB
resultara en una distribucién de esfuerzos normales que es simétrica alrede-
dor del eje y.

De nuevo, se advierte que ia distribucidn real de esfuerzos en una sec-
cion transversal dada no puede determinarse con la estdtica dnicamente. Hs
estdticamente indeterminada y s6lo puede obtenerse analizando fas deforma-
ctones producidas en el elemento. '



i

GOM PURA

Se estudiardn ahora las deformaciones de un elemento prismético que posee
un plano de simetria v estd sometido en sus extremos a pares iguales v opues-
tos M y M’ que actian en el plano de simetria. Bl elemento se flexionard ba-
jo 1a accidn de los pares, pero permanecerd simétrico con respecto a dicho
plano (figura 4.9). Ademds, como el momento flector M es el mismo en cual-

Figura 4.9

quier seccidn, el elemento se flexionard de manera uniforme. Asi, la linea de
interseccidn AB entre la cara superior del elemento v el plano de los pares
tendrd una curvatura constante. Es decir, la linea AB, que era originalmente
recta, se transformard en un circulo de centro C; lo mismo ocurrird con la -
nea A'B' (no mostrada en la figura) a lo largo de la cual la cara inferior del
elemento mterseca el plano de simetria. También se observard que AB se acor-
tard mientras A'B’ se alargard al ocurrir la fiexion mostrada en la figura, es
decir, con M > 0,

Ahora se probard que cualquier seccién transversal perpendicular al eje
del elemento permanece plata, y gue el plano de la seccidn pasa por C. Si
no fuera asi, pedria encontrarse un punto £ del corte original en D (figura
4.10a), el cual después de flexionar el elemento, no estariz en el plano per-
pendicular al plano de simetria que contiene la linea CD (figura 4.106). Sin
embargo, debido a la simetrfa del elemento, habrd otro punto E* que se trans-
formard exactamente de la misma manera. Suponga que después de flexio-
nar la viga, ambos puntos estuvieran localizados a la izquierda del plano de-
finido por CD, como se muestra en la figura 4.10b. Puesto que el momento
flector M es el mismo en todo el elemento, una situacién similar prevalece-
ria en cualquier otra seccidn, y los puntos correspondientes a £ y £’ también
se moverfan a la izquierda. Asi, un observador en A concluiria que la carga
provaca que las partes E'y £, en las diferentes secciones, se muevan hacia
éi. Pero, un observador en B, para quien las cargas se ven igual, y que mira
los puntos £y E' en las mismas posiciones (excepto que ahora estdn inver-
tidas}, llegarfa 2 la conclusidn opuesta. Esta inconsistencia leva a afinmar
que £y £ estardn en el planc definido por CD y, por tanto, gue la seccion
permanece plana y pasa por . Se debe anotar, sin embargo, que este andli-
sis no excluye la posibilidad de que se presenten deformaciones denfro del
planc de la seccidén (véase seccidn 4.5).

4.3 Deformacicnes en un elemente simétrice

Figura 4.10

sometido a flexidon pura

o



Flexién pura

¢) Seccion longituding, vertical
(plano de simetria)

) Seecidn lomgitudingl, horizontal

Figura 4.14

Suponga que el elemento estd dividido en un gran nimere de peguehos
elementos ctibicos con caras paralelas a los tres planos coerdenados. La pro-
piedad que se ha establecido requiere que estos pequeiios elementos se trans-
formen, come se muestra en la figura 4.11, cuando el elemento se somete a
los pares M y M. Como todas las caras representadas en las dos proyeccio-
nes de la figura 4.11 forman entre si un dngulo de 90°, se concluye que
Yo = Yo = 0, por tanto, que 7., = 7, = 0. Observando las tres componen-
tes del esfuerzo que no se han apalizade todavia, es decir, o, oy 7, se no-
ta que deben ser nulas en la superficie del elemento. Comb, por otra patte,
las deformaciones comprendidas no requieren ninguna interaccién de los pe-
quefios elementos de una seccidn transversal dada, se supondrd que estas tres
componentes del esfuerzo son nulas en todo el elemento. Esta hipotesis se
verifica tanto experimental como tedricamente para elementos delgados que
sufren pequedias deformaciones.T Se concluye que la iinica cemponente del
esfuerzo no nula es la componente normal o, Asi, en cualquier punto de un
elemento delgado, en flexion pura, se tiene ua estado de esfuerzo uniaxiol.
Recordando gue la linea AB decrece y A’B’ se alarga, cuando M > 0, se no-
ta que ia deformacion €, vy el esfuerzo o, son negativos en la parte superior
del elemento {compresion) y positivos bajos (tensicn).

De lo anterior se deduce que debe existir una superficie paralela a las ca-
ras superior ¢ inferior del elernento, donde e, y o, se anulan. Hsta superficie
es la superficie neutra. La superficie newlra interseca el plano de simeiria se-
gin un arco de circule DE {figura 4.12a) e interseca una seccidn transversal
a lo largo de una linea recta liamada eje neutro de la seccidn (figura 4.1258).

Hie
neuire
a} Seccidn longitudinal, vertical 1) Seccion transversal
(plano de simetria)
Figura 4.12

Se escogerd el origen de coordenadas en la superficie neutra, en jugar de fa
cara inferior, como se hizo antes, de moedo que la distancia de cualquier pun-
to a la superficie neutra se medird por la coordenada y.

T Vaase también el problema 4.38.



Liamando p el radio del circulo DE (figura 4.124), 6 el dngulo central
que corresponde a DE, v observando gue la longitud de DFE es igual a la lon-
gitud L. del elemenio no deformado, se tiene

L= pd (4.4

Considerando ahora ¢l arco JK ubicado a una distancia y sobre la superficie
neutra, se observa que su longitud L' es

L'=(p—y)0 (4.5)

Como Ia longitud original del arco JK era igual a L, la deformacidn de
JK es

d=L" —L {4.6)
0, sustituyendo (4.4} y (4.5) en (4.6),
5=1(p—y)0— pd = —yd 4.7

L.a deformacidn unitaria longitudinad £, de los elementos de JX se obtiene di-
vidiendo & entre la longitud original L de JK:

_ & _

€= —= (4.8)

Bl signe negativo se debe a que se ha supuesto positivo el momento flector
¥, por tante, que ia viga es cdncava hacia arriba.

Debido a que las secciones deben permanecer planas, se producen de-
formaciones idénticas en todos los planos paralelos al plano de simetria. Asi,
el valor de la deformacién unitaria, dado en la ecuacién {4.8), es vilido en
todos tos puntos y se concluye que la deformacicn unitaria longitudinal nor-
mal €, varfa linealmente con la distancia v desde la superficie neutra.

[a deformacién unitaria e, alcanza su maximo valor absoluto cuando v
es maxima. Si ¢ es la distancia médxima a la superficie neutra (que corres-
ponde a la superficie superior o inferior del elemento), y €, es el mdximo va-
lor absoluro de la deformacion unitaria, se tiene

€ = £ (49)
fo)
Resolviendo (4.9} para p y reemplazando en (4.8):
6= e, (4.10)
e

Se concluye el andlisis de las deformaciones de un elemento sometido a
flexion pura observando que adn no es posible calcular los esfuerzes o las
deformaciones en un punto dado del elemento puesto que todavia no se ha
localizado la superficie neutra. Para locabizarla se tendifa que especificar la
relacion esfuerzo-deformacion del material utilizado.§

T Se nota. sin embarge. que si el cuerpo posee tante un plano vertical de simelr{n comoe uno
longitudinal (un miembro con seccidn rectangular) y si la curva de estuerzo-delormacidn es la mis-
ma en tensidn y en compresion, la superficie peutra coincidird con el plano de simeufa (véase sec-
cion 4.8).

4.3 Deformaciones en un elemente simétrico
sometido a flexion pura




Flexion pura

Figura 4.13

A continuacion se estudiard el caso en el que el momento flector A/ es tal
que los esfierzos normales en el elemento permanecen por debajo del esfuer-
zo de fluencia oy Esto implica gue, para propdsitos praclicos, los estuerzos
en el elemento permanecerdn por debajo del limite estdtico. No habrd defor-
maciones permanentes y poded aplicarse la ley de Hooke para el esfuerzo
uniaxial. Suponiendo que ei material es homogéneo, v denctando por £ af
modulo de elasticidad, se tiene que en la direccién longitudinal x

o, = e, 4.11)
Recordande fa ecuacidn (4.10) v multiplicande ambos miembros por F;
. ¥
EE.\' = _E(EEHI)
o, usando (4.11),
7, = =0, (4.12)

donde o, es el mdxime valor abseluto de esfuerzo. Este resultado muestra
que, en el rango eldstico, el esfuerzo normal varia linealmente con la dis-
tancia al plano neutro (figura 4,13).

Debe anotarse que, hasta aqui, todavia se desconoce la localizacidn de
la superficie neutra y el valor maximo &, del esfuerze. Ambos pueden ha-
llarse si se recuerdan las relaciones (4.1) v (4.3}, obtenidas antes, de la esid-
tica. Sustituyendo primero por o, de (4.12) en (£.1)

A\) O-l”
J’G'\. dad = J(*'ﬂ)‘”,) dA = — Jy dA =0
' e ¢

de donde se sigue que

J)-’ dA =10 4.13)

Esta ecuacion muestra que el primer momento de la seccién transversal con
respecto al eje neutre debe ser cero.t En otras palabras, si un elemento se
somete a flexidn pura v los esfuerzos permanecen en el rango eldstico, el eje
newtro pasa por el centroide de la seccion.

Recuerde la ecuacion (4.3). deducida en la seccldn 4.2, con respecto a
un eje z horizontal arbitrario

{(—yo. dA) =M (4.3)

Hspecilicando que el eje z debe coincidir con el eje neutro de la secclidn,
reemplazando o, de (4.12) en (4.3) se tiene

<L - - . Py =
t Véase el apéndice A para un andlisis de momentos de dreas.
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G-m 9 .
YA =M (4.14)

Recordando que en el caso de flexion pura el eje neutro pasa por el centroi-
de de la seccidn, se observa que [ es el momento de inercia, o segundo mo-
mento, de la seccion transversal con respecto al eje centroidal perpendicular
al plano del par M. Resclviendo (4.14) para o ;' F

it/

o= (4.15)

Reemplazando o, de (4.15) en {4.12), se obtiene el esfuerzo normal o,
a cualquier distancia y del eje nentre:

(4.16)

Las ecuaciones {4.15) y {(4.16) se llaman ecuaciones de flexion eldstica, v el
esfuerzo normal ¢, causado por la “flexién” del elemento se designa con fre-
cuencia como esfuerzo de flexion. Se verifica que el esfuerzo es de com-
presion {o, < () por encima del eje neutro {y > 0} cuando el momento M
es positivo, v de tensién (o, > 0) cuando M es negativo.

Volviendo a la ecuacidn (4.15), se nota que la razén I/c depende séio de
la gecmetria de la seccidn transversal. Hsta relacidn se denomina mddulo
eldstico de la seccion v se representa por S.

I
Madulo eldstico de la seccidén = § = " (4.17}

Sustituyendo S por I/c en la ecuacidn (4.13), se escribe esta ecuacion en la
forma alternativa:

M _

T R
Como el esfuerzo maximo o,, es mversamente proporcional al moédulo elas-
tico §, es claro gue ias vigas deben disefiarse con un § tan grande como sea
practico. Por gjemplo, en el caso de una viga de madera de seccion rectan-
gular de ancho b y altura A, se tiene:

gl B ey (4.19)
_— e = —hhm = = 7 .
c  h/2 ° ¢

donde A es el drea de la seccidn transversal de la viga. Este muestra que,
de dos vigas con igual seccidn transversal A (figura £.14), la viga con mayor
profundidad # tendrd el mayor mddulo de seccidn y, por tanto, serd la mas
efectiva para resistir la flexién.f

T Recuerde que se supuso positivo el momento flector. Si el momento de flexién M es negativo,
M debe reemplazarse en la ecuacion (4.13) por su valor absoluto |M].

I Sin embargo, algonos valores grandes de la razoén A/b pueden producir la inestabilidad lateral
en la viga.

4.4 Esfuerzos y deformaciones

-

b= din

Figura 4.14

en el rango eldstico

h = 8in

]

b= 3m.

2
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a}Viga §

Figura 4,16

b} Viga W

Figura 4.15 las vigas de acero de patih ancho
forman el armazon de muchos edificios.

Enel caso de acero estructural, las vigas estdndares estadounidenses (vi-
gas ) y las vigas de aleta ancha (vigas W) (figura 4.15) son preferibles
a otros perfiies ya que una gran porcion de su seccidn transversal se coloca
lejos del eje neatro (figura 4.16). Asi, para un drea de seccidn transversal
dada y una alfura dada, su disefio proporciona grandes valores de Iy, por
tanto, de §. Los valores del mddulo eldstico de la seccidn de vigas comin-
mente fabricadas pueden obtenerse en tablas que traen una lista de las dife-
rentes propiedades geométricas de tales vigas. Para determinar el esfuerzo
mé&ximo o, en una seccidn de la viga estdndar, el ingeniero sélo tiene que
leer el valor del médulo eldstico § en una tabla y dividir el momento flec-
tor A en ia seccién por S.

La deformacién del elemento causada por el momento flector M se mi-
de por la curvamra de la superficie neutra. La curvatura se define como el
inverso dei radio de curvatura p v puede oblenerse resolviendo la acuacién
(4.9) entre 1/p:

= (4.20)

Pera, en el rango eldstico, se tiene €,, = &, /E. Sustituyendo por €, en (4.20),
y recordando (4.15):

Lo, 1Mc

p  Ec FEc I

= e (#.21)
P ET



Una barra de acero de 0.8 X 2.5 in. se somete a dos pares igua-
les y opuestos que actiian en el plano vertical de simetria de la
barra (figura 4.17). Determine el valor del momento flactor M que
hace fluir la barra. Suponga oy = 36 ksi.

Puesto que el eje newtro debe pasar por el centroide C de la
seccidn, ¢ = 1.25 in. (figura 4.18). Por otra parte, el momento de
inercia ceniroidal de la seccidn rectangular es

=50 = 5008 )25 ) = 1.042 in*

Resolviendo la ecuacién (4.15) para M, y sustituyendo los datos
anteriores:

i 1.042 in’°
M=— = — 6 ksi
¢ T 1.25 tn. (36 ki)

M = 30 kip - in.

Figura 4.18

Se flexiona una barra semicircilar de aluminio, con radio » = 12
mm (figura 4.19), hasta darle forma de un arce circular de radio
medio p = 2.5 m. Si la cara plana de la barra se dirige hacia el
centro de curvatura del arco, halle 1os esfuerzos maximos de ten-
sion y compresion de la barra. Considere £ = 70 GPa.

r=12 mm

IR

Figura 4.19

Se podria usar la ecuacidn (4.21) para calcular el momento
M correspondiente al radio de curvatura p y luego la ecuacidn
(4.15) para hallar o,. Sin embargo, es mds sencillo utilizar
la ecuacion (4.9) para encontrar €, v la ley de Hooke para ob-
tener o

o

i

Figura 4.20

“

La ordenada v del centroide C de la seccidn semicircular es:

dr 4(12 mm)

T 3 37

= 5.093 mm

e

El eje neutro pasa por C (figura 4.20) y la distancia ¢ al puntc
més alejado de la seccidn, del gje neutro, es

c=r—=y=12mm — 5093 mm = 6.907 mm

Usande 1a ecuacion (4.9):

¢ 6907 % 107 m
'3 = e

= 2.763 x 1077
g 2.5 m

y aplicando la ley de Hooke,

o, = Fe, = (70 % 10" Pa)(2.763 X 1077) = 193.4 MPa

L
Cemo este lado de la cara no da al centro de curvatura, el esfuer-
zo obtenido es de tensicn. El esfuerzo de compresion méxime se
presenta en la cara plana de la barra. Puesio que el esfuerzo es
proporcional a la distancia al eje neutro, se tiene

¥ 5.093 mm ‘
=g = e 0103 4 MPa
T comp c T 6.907 nun( 2
= —142.6 MPa

1o
0

e
i
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IECIOMNES &

Cuando se probo en la seccion 4.3, que la seccidn transversal de un elemen-
to sometido a flexion pura permanecia plana, no se excluyd la posibilidad de
que se presentaran deformaciones dentro del plano de Ia seccidn. Que tales
deformacicnes existirn, es evidente si se recuerda que (seccidn 2.11) Jos ele-
mentos en un estado vniaxial de esfuerzo, o, # 0, 0, = o, = 0, se defor-
man tanto en las direcciones transversales y y z, como en la direccion axial
x. Las deformaciones normales €, y € dependen del méduloe de Poisson v del
material usado v se expresan conmo

€, = —UE, €. = —VE,
0, recordando la ecuacidn {4.8),
vy vy
£, = = €, = — (4.22)
o P

Las relaciones obtenidas muestran que los elementos sitnados por enci-
ma de ia superficie neutra (¥ > 0) se expanden en ambas direcciones v y z,
en tanto que los elementos por debajo de la superficie neutra {y < () se con-
traen. En un elemento de seccidn rectangular, se compensardn la expansion
y contraccién de los elementos en la direccidn vertical ¥ no se observardn
cambios en la direccidn vertical, En cuante a las deformaciones en la direc-
cion transversal horizontal z, sin embargo, la expresion de los efementos si-
tuados sobre la superficie neutra y la contraccién correspondiente de los ele-
mentos sifuados debajo producirdn que las lineas longitudinales de la seccidn
se conviertan en arcos de circulo {(figura 4.21). La situacion sefialada es si-
mitar a la de una seccién longitudinal. Comparando la segunda de las ecua-
ciones {4.22) con ia ecuacidn (4.8), se deduce que el eje neutro de la seccidn
transversal se flexionard en un circulo de radio p° = p/v. El centro C” de es-
te circulo se localiza debajo de la superficie neutra (si M > (), es decir, en
el lado opuesto al centro de curvatura ' del elemento. El inverso del radio
de curvatura p’ es la curvatura de la seccidn transversal y se denomina cur-
vatura anticldstica. Se tiene

R P RPCIRN SEAN
¢ Cuorvatura anticlastica, = — =

(4.23)

En el andtisis de fas deformaciones de un elemento simétrico sometido
a flexion pura, tanto en esta seccidén como en las anteriores, se habrd igno-
rado el modo en que realmente M v M’ se aplicaban a ese elemento. Si ro-
das las secciones transversales del elemento, de un extremo a otre, han de
permanecer planas y hibres de esfuerzo cortante, se debe estar seguro de que
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Superlicie P
neutra /

Eje neatro de la seccion
trangversal 1 |

pr=piv )|

Figura 4.21

los pares se aplican de tal manera que los extremos del elemento mismo per-
manecen planos y libres de esfuerzos cortantes. Esto puede cumplirse apli-
cando los pares M y M’ por medio de placas rigidas y lisas (figura £.22),
Las fuerzas elementales que las platinas ejercen sobre el elemento serdn nor-
males a las secciones del extremo, ¥ estas secciones, mientras permanecen
planas, quedarén libres para deformarse como se ha descrito en esta seccién.
Debe recalcarse gue eslas condiciones de carga no se presentan en la
prictica, ya que requieren que cada placa ejerza fuerzas de tensidn sobre la
seccidn correspondiente por debajo de su eje neutro, y se permita simultd-
neamente que la seccion se deforme libremente en su propio plano. El que
las placas rigidas de la figura 4.22 no puedan darse en la realidad no les qui-
ta su importancia, gue €8 permitir visualizar las condiciones de carga corres-
pondientes a las relaciones descritas en las secciones precedentes. Las con-
diciones de carga reales pueden diferir muche del moedelo idealizado. En
virtud del principio de Saint-Venant, sin embargo, las relaciones obtenidas
pueden utilizarse para calcular los esfuerzos en situaciones précticas, siem-
pre que la seccidn considerada no esté muy cerca de los puntos de aplicacidn

de los pares.

4.5 Deformaciones en una seccidn
transversal

Figura 4.22




El tubo rectangular que se representa en la figura se obtiene de una aleacidén de alu-
minic con oy = 40 ksi, oy = 60 ksi y E = 10.6 X 10° psi. Despreciando el efecto,
determine a} el momento flector M para el cual el factor de seguridad serd 3.00, b)
el radio de curvatura correspondiente del tubo.

5in,

f r={0.25in.

fcnmuia del momento centr 01da] de inercia de un tcctangulo, Se t1ene

== (3 75)( )3 - —2( 5)(4 5) I=1297in?
3.95 in. 2,75 in.

Hafuerzo ad

timo de 60 ksi:

Con un factor de seguridad de 3.00 y con un esfuerzo (l-

Ty 60 ksi .
=l =20k
O—PCHH F S '00 Sl

Puesio que o, << Ty, el tubo permanece en el rango eldstico y pueden aplicarse los
resudtados de la seccidn 4.4,

Sic = 3(5in.) = 2.5 in.. entonces

Me 1 12.97 in.}
T porm = M= = O = e (30) g ) M= 1038 kips -in. 4
C 2.5 1. :

b, Radie de covvatura, Como E = 10.6 = 10 psi, se sustitnye este valor v
los obtenidos de 7y M en la ecuacidn (4.21) para encontrar

L M 103.8 X 10° b - in. . L
— = P - = 0.755 X 1077 in,
poEN (10,6 X 10° psi){12.97 in.")
= 1325 in. = 1146 5

Soluctin glteran. Como se conoce el esfiierzo maximo, &y, = 20 ksi, se de-

termina la deformacion méxima €,, y se utiliza la ecuacién (4.9),

U\CI'II 20 | e i
€, = = = 1887 X 10 in/in.
E 10.6 X% 10" psi
c c 2.51n.
€n T p=—= 5. .
P € 1.887 X 1077 in./in.
p=1325in p= 11041t &
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. MODELO 4.2

Una seccion de una mdquina de hierro colado se somete a un par de 3 kN --m, tal
como se muestra en la figura. Si E = 165 GPa y se desprecia el efecto del filete, de-
termine «) los esfuerzos maximos de tensién v compresidn en el elemento fandido,
&) su radie de curvatura.

SOLUCION

Centrolde.  Se divide la seccidn transversal en T en dos rectingulos y se

escribe:
Area, mm?® ¥, mm | ¥4, mm?
1| (20)(90) = 1800 50 90 X 10° YSA = SjA
2 | {40%(30) = 1200| 20 24 X 107 F(3000) = 114 X 10°
ZA =3000 Syd =114 X 100 Y =38 mm

Momento centroidal de inereia.  Se atiliza el teorema de los ejes parale-
los para hallar el momento de inercia de cada rectingulo, con respecto al eje x'
que pasa por ¢l centroide de la seccidn compuesta, Sumando esos momentos de
inercia, se tiene
o= 31+ AdY) = S(5bR + AdY)
5L(90)(207° + (90 X 20)(12)* + $5(30)(40)° + (30 X 40)(18)
868 % 10° mm*
[ = 868 X 107 m*

i

. Esfnerze mixime de tension.  Como los momentos aplicados flexionan
la fundicion hacia abajo, el centro de curvarura se sitda debajo de Ia seccién. Su
tension maxima ocurre en el punto A, que es el mds alejado del centro de curva-

tura.
Mc, (3N - m}{0.022 m)
Oy = 7 =

! 868 % 107" m*

o, = 76,0 MPa <€

Fsfuerze maxinie de compresidn. Se produce en el punto B; se tiene

(3N - m){0.038 m)
868 X 107 m?

o= —1313

Mcy
U.’? = — ! =

MPa <€

#. Radio de curvaiura. De la ecuacion (4.21) se tiene:

1M 3kN - m
P El {165 GPa){868 X 107? m*“)
= 12095 X 107¥m™!

I M

g=477m

2

(28]



4.1 y 4.2 Considerando que el par mostrado en la figura actda en un planc
vertical, determine los esfuerzos en «a) el punio A, b) el punto B.

Dimensiones en mm

Figura P4.1 1.2
1.6 in.
Figura P4.2

; 4.3 Utilizando un esfuerzo permisible de 155 MPa, determine el maximo mo-
mento flector M que puede aplicarse a la viga de patin ancho gue se muestra en la
figura. Ignore el efecto de los filetes.

[e—200 mm—

i 12 mm

* 4.4 Resuelva el problema 4.3, suponiendo que la viga de patin ancho se fle-
290 rm xiona alrededor del eje y mediante un par con momento M,
2z mr i
womfiler 8 n | 4.5 Una viga con la seccidn transversal mostrada en la figura se troguela con
erii ' una aleacidn de aluminio para la que o, = 250 MPa v o, = 450 MPa. Utilizando
I . . ‘o . .
" I un factor de seguridad de 3.0, determine el par méximo gue puede aplicarse a la viga
REAR R EEEE

. cuando se flexiona alrededor del gje z.
Figura P4.3

¥
e -
24 mm
!
i
= ( 50 mm
e
4
24 mm
. B vy
i ]
e ]
# 16 mm
Figura P4.5

4.8 Resuelva ¢l problema 4.5, suponiendo que la viga se flexiona alrededor
del eje y.

224



1

4.7 2 4.9 Dos fuerzas verticales se aplican a una viga con 1a seccién trans- Problemas  S0E
versal que se muestra en las figuras. Determine los esfuerzos midximos de tensién y
compresion en fa porcidn BC de la viga.

b

&

Jin. 3in 3in. ~— 8in. —]
-:-->-|4m>—‘-<—>-‘

1 | B—

4in.

g 25 lips

¢
I

B0 Hin. !

| i i 60 in. —
40 in. 40 in. P20 in. Y201,
Figura P4.7 Figura P4.8
10 mm 10 mm
VPR . | i
Ma-| |_< e
50
10 mm
‘ _ : i | 230 M
~— 50 mm —| 150 mm 150 mm

Figura P4.9

4.10 Dos pares iguales y opuestos de magnitud M = 25 kN - m se aplican a
una viga con seccidn de canal AB. Considerando que los pares provocan flexion en
el plano horizontal de la viga, calcule el esfuerze a) en el punto C, &) en el punto D,
¢) en el punto E.

120 mm

180 mm

30 i
1

Figura P4.10

i 15 mm
~—15 mmn

45 o

4,77 Siuna viga con la seccion transversal que se muestra en la figura se flexio-
na alrededor de un eje horizontal, y se sabe que el momento flector es de 8 kN + m,
determine la fuerza total que actiia en el patin superior.

# 13 mm

4,72 Siuna viga con a seccion transversal que se muestra en la ligura se fle-
xiona alrededor de un eje vertical, v si ¢l momento flector es de 4 kN - m, determine I“—70 mun —"‘
la fuerza total que actiia en la porcién sombreada del patin inferior. Figura P4.11y P4.12
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Figura P4.13
0.5 in. 0.5 in. 0.
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Figura P4.16
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.13 Considerando gue una viga con la seccidn transversal que se muestra en
la figura se flexiona alrededor de un e¢je horizontal, ¥ que el momento flector es de
8 kips - in., determine la fuerza total que actia en la porcidn sembreada de la viga.

Resuelva el problema 4.13, supeniendo que la viga se flexiona alrededor

de un eje vertical ¥ que el momento flector es de § kips - in.

445
Liw

Considerande que para la viga extruida que se muestra en la figura el es-
fuerzo permisible es de 120 MPa cn tensidn y de 150 MPa en compresion, determine
el maximo par M que puede aplicarse.

80

—

,,‘

I}

[FER A

Figura P4.15

416 Considerando que para la viga extruida que se muestra en la figura el es-
fuerzo permisible es de 12 ksi en tensidn y de 16 ksi en compresidn, determine el
mdximo par M que puede aplicarse.

4.7 Para la fundicidn que se muestra en la figura, determine el maximo par
M que puede aplicarse sin exceder ninguno de los siguientes esfuerzos permisibles:
Toporm = 6 K8l, oo = —15 ki,

I 4in. i e 40} IR -~-—--‘-|

Iy

15 mm
i
1

=30 mm

Figura P4.78

Figura P4.17

4,18 La viga mostrada en la figura estd hecha de un nylon cuyo esfuerzo per-
misible es de 24 MPa en tensidn y de 30 MPa en compresién. Determine el mdximeo
par M que puede aplicarse a la viga.

4.79 Resuelva el problema 4.18, suponiendo que d = 40 nun.



#£.28 FEn el problema 4.27, determine ) el valor de & para el que el esfuerzo
mdximo o, sea tan pequeflo como sea posible, b) el valor correspondiente de k.

4.2% Para la barra y la carga del ejemple 4.01, determine o) ef radio de cur-
vatura p, b) el radio de curvatura p’ de una seccién transversal, ¢} el dngulo entre los
fados de la barra que originalmente eran verticales. Considere £ = 29 X 10% psi y
v = (0.29.

4.30  Parala barra de aluminio y la carga del problema modelo 4.1, determine
a) el radio de curvatura p' de la seccidn transversal, &) el dngulo entre los lados de
la barra que originalmente eran verticales. Considere £ = 10.6 X $0° psiy v = 0.33.

4,31 Una viga de acero laminado W200 x 31.3 se somete a un par M con un
momento de 45 kN - m. Considerando que £ = 200 GPa y v = 0.29, determine a)
el radio de curvatura p, #) el radio de curvatura p' para una seccién transversal,

Figura P4.31

£.32 En la seccidn 4.3 se supuso que los esfuerzos normalss o, en un ele-
mento sometido a flexién pura son insignificantes. Para un elemento de seccidn rec-
tangular inicialmente recto, a) deduzea npa expresion aproximada para o, comno fug-
cién de y, b) demuestre que () = —{6/2p)(0hna ¥> a5 que oy puede ignorarse
en todas las situaciones pricticas. (Sugerencia: Considere el diagrama de cuerpo li-
bre de la porcidn de la viga situada bajo la superficie de la ordenada y, y suponga
que Ja distribucién de los esfuerzos o, es lodavia lineal.)

Figura P4.32

Problemas
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Figura 4.23

Las deducciones de la seccidon 4.4 se basaban en la hipdtesis de que el ma-
terial era homogéneo, con un médulo dado de elasticidad £. Si €] elemento
sometide a flexién pura estd hecho de dos o mds materiales, con distintos
médulos de elasticidad, la aproximacion para fa determinacion de esfuerzos
debe cambiar.

Considere, por ejemplo, una barra compuesta de dos porciones de dife-
rentes materiales, unides como muestra la seccidn transversal de la figura
4.23. Esta barra compuesta se deformard, como se dijo en la seccién 4.3,
puesto gue su seccidn transversal permanece igual en toda su longitud, ya
que en la seccidn 4.3 no se planted hipdtesis alguna sobre la relacién esfuer-
zo-deformacion nnitaria del material o materiales. Asi, la deformacidén nor-
mal e, todavia varia linealmente con la distancia y al eje neuatro de la seccidn
(figuras 4.24a y b) y la ecuacion (4.8) rige:

}J

e =—2 4.8)
y i
I |
S ¢
_________________ K
€ ' o
@y =
Y
) k) c)

Figura 4.24 Distribucion ce esfuerzos y de deformaciones en una barra hecha
de dos materiales.

Sin embarge, no puede suponerse que el gje neutro pasa por el centroide de
la seccidn compuesta. Por ello, uno de los objetivos de este andlisis es deter-
minar la posicion de dicho eje.

Como los madulos de elasticidad de los materiaies £, y £, son diferen-
tes, las expresiones obtenidas para los esfuerzos normales en cada material
serén también diferentes. Al escribir

Ey
o, = Ee = ———
P
(4.24)
Ly
[o) = E‘]E_( = —
P

se obtiene una curva de distribucién de esfuerzos que consiste en dos seg-
mentos de linea recta (figura 4.24¢). Se deduce, de las ecuaciones (4.24), que
la fuerza dF, ejercida sobre un elemento de drea dA de la porcidn superior
de la seccidn es: '

Ey <
dF, = o,dA = *7; dA (4.25)



mientras que [a fuerza dF, ejercida sobre un elemento de la misma drea dA
de Ia porcidn inferior es:
Eyy
P

dFy = a,dd = ~ 2 dA (4.26)

Pero, llamando n la relacién Eo/E, de los dos mddulos de elasticidad, puede
expresarse dF, como

nf oy £y
dF, = *(pl}'dA = m?l} (n. a’A) (4.2

Comparando las ecuaciones (4.25) y (4.27), se nota que se ejercerd la mis-
ma Tuerza dF, sobre un elemento de drea i dA del primer material. En otras
palabras, la resistencia a la flexion de la barra permanecerd igual si ambas
partes fueran hechas del primer material siempre que el ancho de cada ele-
mento de la porcién inferior fuera multiplicado por . Note que este ensan-
chamiento (si # > 1) o estrechamiento (si n << }) debe efectuarse en direc-
cion paralela al efe neutro de la seccion puesto gue es esencial que la distancia
v de cada elemento al eje neatro permanezca ignal. La nueva seccidén trans-
versal asi obtenida se dencmina seccidn transformada del elemento (figura
4.25).

Puesto que la seccidn transformada representa la seccidn transversal de
un elemento hecho de un material homagénes con médule eldstico ), es po-
sible uiilizar el método descrito en la seccidn 4.4 para hallar el eje neutro de
la seccidn y los esfuerzes normales en varios puntos de ella. El eje newtro
se trazard por el centroide de la seccidn transformada (figura 4.20), y el es-

Figura 4.26 Distribucién de esfuerzos
en la seccion transformada.

fuerzo o, en cualquier punto del elemento homogéneo ficticio, se obtendrd
de la ecuacion (4.16)

o= ——= (4.16)

donde ¥ es la distancia a la superficie neuwtra, ¢ [ el momento de inercia de
la seccidn fransformada con respecto a su eje centroidal,

Para obtener e} esfuerzo &) en un punto situado en la porcién saperior
de la seccion transversal de la barra compuesta original, simplemente se calcu-
lard el esfuerze o, en el punto correspondiente de la seccién transformada.
Sin embargo, para obtener el esfuerzo ¢, en un punto de la parte inferior de
la seccidn, se multiplicard por n el esfuerzo o, calculado en el punto corres-
pondiente de la seccidn transformada. En verdad, como se vio antes, la

4.6 Flexion de efementos hechos
de varios materiales

; nb |

]

Figura 4.25 Seccion transformada para
una barra compuesta.
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232  Flexion pura misma Tuerza elemental dF, se aplica a un elemento de drea n dA de la sec-
cion transformada y a un elemento de drea dA de la seccidn original. Asi, el
esfuerzo o, en un punto de la seccidn original debe ser 7 veces mis grande
que el esfuerzo en el punto correspondiente de la seccion transformada.

Las deformaciones de un elemento compuesto también pueden hallarse
usando 1a seccidn transformada. Recuerde que Ia seccidn transformada repre-
senta la seccidn transversal de un elemento hecho con un materiai homogé-
nec de modulo F, que se deforma de la misma manera gue el elemento com-
puesto. Por tanto, utilizande la ecuacidn (4.21), se escribe que Ia curvatura
del miembra compuesto es:

M

1
P I

donde [ es el momento de inercia de la seccidn transformada con respecio a
su eje nentro.

Una barra obtenida uniendo piezas de acero (E, = 29 X 10° Se observa que este cambio en las dimensiones se produce en di-
psi) y latén (E, = 15 % 10° psi) tiene la seccién mostrada en la reccidn paralela al eje neutro. El momento de inercia de la sec-
figura 4.27. Determine Jos esfuerzos maximos en el acero y el la- cién transformada con respecto al eje centroidal es

tén cuando la barra se somete a flexién pura con un momento = El_zth - Tli(z 25 in.)(3 in.)s = 5063 in.*

M == 40 kips -+ in.
y la distancia méxima al gje nentro es ¢ = 1.5 in. Usando la ecua-

La seccion transformada correspondiente a upa barra equi- cién (4.15), se halla el esfuerzo médximo en la seccidn transfor-
valente hecha de latén se muestra en Ia figura 4.28. Puesto que mada:
. . Mc 40 kips - in. (1.5 in.
E, 29% 10°psi , oMo @0k in)L3i) s
n=— = ——————= 1933 " I 5.063 in,
E, 15 % 10°psi
_ _ El valor obtenido representa tambidn el esfuerzo maximo en la
el ancho de la porcidn central de lat6n que reemplaza el acero ori- parte de latdn de fa barra compuesia original, El esfuerzo mdxi-
ginal se obtiene multiplicando por 1.933 el ancho criginal me en el acero, sin embargo, serd mayor que el obtenido para la
(0.75 in.)(1.933) = 1.45 in. seccidn tmnsf(_)rmada, ya que el drea de la porcidn central debe
reducirse mediante ¢l lactor n = 1.933 cuando se reforne de la
seccion ransformada a la original. Asi se concluye que:
(G-lmén)m:'lx = 11.85 ksi
(@ seerodwas = (1.933)(11.85 ksi) = 22.9 ksi
.75 1'1'1.[
0.4 in.— = =04 in, O4in~] = 14bin. —} = D4in.
| N | -
* * |
= 1.5in
i
3in. 3in. N.A

Solo de latan

Acero \

2950 ]

Latén Latém

Figura 4.27 Figura 4.28




Un ejemple importante de elementos estructurales hechos de dos mate-
riales diferentes son las vigas de concreto reforzade (figura 4.29). Bstas vi-
gas, cuando se someten a momentos positivos, se refuerzan con barras de
acero colocadas cerca de su cara inferior (figura 4.30a). Como el concreto
sometido a tensién es muy débil, se agrietard bajo la superficie neutra y el
acero tomard toda la carga de tensidn, mientras que el concreto de la parte
superior tomard la carga de compresién.

Para obtener la seccidn transformada de una viga de concreto reforzado,
se reemplaza el drea A, de las barras de acero por un drea equivalente nA,,
donde n es la razon E/E, de los médulos de elasticidad del acero y del con-
creto (figura 4.300). Por otra parte, como el concreto sélo actda con eficien-
cia a compresién, Gnicamente la porcidn de la seccion localizada por encima
del eje neutro debe considerarse en la secciéa transformada.

a} ) )
Figura 4.30

La posicidn del eje neutro se obtiene calculando la distancia x de la ca-
ra superior de la viga al centroide ( de la seccidn transformada. Denotando
por 5 el ancho de Ia viga, v d la distancia desde la cara superior al centroi-
de de las barras de acero, se tiene que el primer momento de la seccién trans-
tormada con respecto al eje neatro debe ser cero. Como ¢l primer momento
de cada una de las dos porciones de la seccidn transformada se obtiene mul-
tiplicando su drea por la distancia de su centroide al eje neutro, se escribe:

(z’;ﬁx);E — A (d —x)=10

[
5 bx* + nAx —nAd = 0 (4.28)

Resolviendo esta ecuacidn cuadritica para x, se obtiene la posicion del efe
neulro y ia porcidn de la seccidn de la viga de concreto que se usa efectiva-
mente.

La determinacidn de los esfuerzos en la seccidn transformada se realiza,
como va se explicd con anterioridad en esta seccidn (véase problema modelo
4.4). La distribucion de esfuerzes de compresién en el concreto y la resul-
tante F, de las fuerzas de tensidn en las barras de acero, se muestran en la
figura 4.30c.

4.6 Flexidn de slemantos hechos

Figura 4.29

de varios materiales
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|‘<-200 mm —~

90 mm Una viga de acero en T se ha reforzado poniéndole los dos pedazos de madera que

se muestran ea la figura. Bl modulo de elasticidad es 2.5 GPa para la madera y 200
GPa para el acerv. Considerande que se aplica un momento flector 3 = 50kN - m
a la viga compnesta, halle a) el esfuerzo médximo en la madera, 5) el esfuerzo en e}

30G mm acero a lo largo de Ia fibra externa.

va [IT

20 mm

75 mm 73 mm

Seccidn transformada.  Primero se calcula la razén

E,  200GPa _
E, 125GPa

16

n ==

Multiplicando las dimensiones horizontales <le la porcidn de acero para n = 16, se
obtiene una seccion transformada enteramente de madera.
0.020 m i
| 360200 m) = 3.2 m——] X . . .,
H ‘ HAY N . | Fie mewire. Pasa por el centroide de la seccidn transformada, Come la seccion
11—  consta de dos recténgulos, se tiene
1
‘ H
|

bt _ T (0.160 m}(3.2 m X 0.020 m) + 0
T Y= = - = 0.050 m
A 32m X 0.020m + 0.470m X 0.300 m

T
(G.150 m
¥
)

0150 m
} Mementa ceniroidal de nerciz.  Usando el teorema de los ejes paralelos:
— \0.075 . 1= £(0.470)(0.300)" + (0,470 3 0.300)(0.050)
160020 1) = 0.33 m +15{3.2)(0.020) + (3.2 X 0.020)(0.160 — 0.050)°

[ =219 % 1073 m?

. Miximo esfuerzo de [z madera. La madera mds alejada del eje neutro se
localiza a lo largo del borde de la base, donde ¢, = 0.200 m.

¥
K Mey, (50 > 10N - m)¥0.200 m)
:y o= (L1200 m oy =T = 5
| ma 0 T 2.19 % 107w
R S 7, = 457 MPa 4
i L = 0,200
0.050 n 2= 0200w
v b, Esluerzo e el acero, A lo fargo del borde superior ¢, = 0.120 m. De la

seccion transformacda se obtiene un esfuerzo equivalente en la madera, que debe mul-
tiplicarse por n para obtener el esfuerzo en el acero.

_ Mep (50 x 10° N - m)(0.120 m)
e 219 % 107 m?
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Una losa de concreto para piso estd reforzada por varillas de acero de 3 in. de didgmetro
colocadas a 1 in. por encima de la cara inferior de la losa y espaciadas 6 in. entre
centros. El médulo de elasticidad es de 3.6 X 10° psi para el concreto utilizado y de
29 > 10° psi para el acero. Considerando que un momento fleclor de 40 kips - in.
se aplica a cada tramo de | ft de ancho de la losa, determine «) el esfuerzo maximo
en el concreto, &) el esfuerze en el acero.

SOLUCION

i

12 in.

Seccidn transformada.  Considere una porcidn de la losa de 12 in. de ancho,
en la que hay dos varillas de § in. de didgmetro que tienen un drea total de seceidn trans-
versal

)

X =5 2
e A, = F(L m_) } = 0.614 in."
\ aA, = 4.95in? 4\8

Ya que el concreto trabaja sélo en compresion, todas las fuerzas de fension las so-
portan ias varillas de acero, y la seccidn transformada consiste en las dos dreas mos-
tradas en la figura. Una es la porcién del concreto en compresion (situada por enci-
ma del eje neutro) v la otra es el drea transformadsa de acero nd,. Sc tiene

E,. 293 10% psi
n=—- === 300
E. 3.6 10%psi

na, = 8.06(0.614 in.”) = 4.95 in.”

~——12in.

>

Eje newtro. El eje neutro de la losa pasa a través del centroide de 1a seccidn
transformada. Sumando los momentos del area transformada alrededor del eje neu-
tro, se tiene que

4.93 in® X
lZ\(g) - 4.95(4 — \) =0 x = 1430 1in.

Fomento de fnerciz,  El momento centroidal de inercia del drea transforma-
da es

7= 4(12)(1.450% + 4.95(4 — 14507 = 44 4 in*

o, Bsfuerzo mas
¢y = 145G in., vy

w0 enn el concreto.  En la parte superior de la losa, se tiene

.= 1.306 ki
_ Mep (40 kips - in.)(1.450 in.)

. o, = 1300 ksi <

b 4.4 m.*

a, = 18.53% kst

b. Bsfuerzo en ol acere.  Para el acero, se tiene ¢, = 2.55 in, n = 8.00 y

2 cips ¢ inL)(2.55 in. L
o, = n»%it = $.06 (40 kips - in.)(2 35 in.) o, = 1852 ksl =

444 in?

Pt bd

ki
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i Una barra que tiene la seccidn transversal mostrada en la ligura
se ha formado al unir sélidamente piezas de latdén y aluminio. Utilizande los datos
que se presentan a continuacidn, determine el momento flector maximo permisible

cuando la barra compuesta se flexiona alrededor de un eje horizental.

Aluminio Laton
Médulo de elasticidad 70 GPa 105 GPa
Esluerzo permisible 100 MPa 160 MPa
§ mm Smm S mm 8 mm
‘ [ 32 mm | ! | ' 32 mm '
_ —
$8mm
N
3% mm 32 1nm
1
HER T
L S _r

Alnminio \Lat(m Lakin fiminio

Figura P4.33 Figura P4.34

4.35 v 4.35 Para la barra compuesta que se indica, determine el momento

flector méximo permisible cuande la barra se flexiona alrededor de un eje vertical.
— 4.35 Barra del problema 4.33.
4.58 Barra del problema 4.34.

Tres vigas de madera y dos placas de acero se unen sélidamente con per-

10 in. . .
nos para formar el elemento compuesto que se muestra en la figura., Utilizando los
datos dados a continuacion, determine el momento flector mdximo permisible cuando
el elemento compuesto se flexiona alrededor de un eje horizontal,
‘_(w,_g M‘ |,H,‘ Madera Acero
2int 2in| 2. . . . n .
L Mddule de elasticidad 2 % 10° psi 30 % 10° psi
in Esfuerzo permisible 2 000 psi 22 000 psi

Figura P4.37
4.38 Para el elemento compuesto del problema .37, determine el momento

flector maxime permisible cuandoe el elemento se lexiona alrededor de un eje ver-
tical.
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438 v 4,

J

J Una barra de acero (F, = 210 GPa) y una barra de aluminio
(E, = 70 GPa) se unen para formar la barra compuesta que se muestra en la figora.
Considerando que la barra se flexiona alrededor de un eje horizontal por un par
M = 60 N - m, determine el esfuerzo miximo en «) el aluminio, ») el acerc,

5 mmI

S mm

a—

}..m_.m 24 11my ~—m|

Figura P4.39

4.41 v 4,42 La viga de madera de 6 X 12 in. s¢ ha reforzado atornillindola a

las tiras de acero que se muestran en la figura, El mddulo de elasticidad de la madera
es de 1.8 < 10° psi y el del acero de 29 X 10% psi. Sabiendo que la viga se flexiona
alrededor de un eje horizontal mediante un par con momento M = 450 kips - in., de-
termine el esfuerzo mdximo en @) la madera, &) el acero.

P R

1l

i

12 in,

‘4— G in.—*-|

Figura P4.41

% Para la barra compuesta que se indica, defermine el radio de cur-
vatura causado por un par con momento de 60 N - m.

4,43 Barra del problema 4.39.

4.44  Barra del problema 4.40.

4.45y 4.46 Para la viga compuesta indicada, determine el radio de curvatura
causado por un par con momento de 430 kips - in,
4.45 Barra del problema 4.41,
4.46 Barra del problema 4.42.

4.47 La viga de concreto reforzado que se observa en la figura se sujeta 2 un
momento flector positivo de 175 kN + m. Sabiendo que el médulo de elasticidad es
de 25 GPa para el concreto y de 200 GPa para el acere, determine a) el esfuerzo en
el acero, b) el esfuerzo mdximo en el concreto.

450 22 mm

de ditmetro
|

i

! : 50 mm

; 1

i |

t=— 250 mm =

Figura P4.47

Prablemas 23@

5 mm

s{éy‘i—»‘i—-g

S5 mm . i
4 .
8 mum Al i

!
e 24 W —

Figura P4.40

'4—- 6 m.—»l

Figura P4.42



Flexién pura

- 448 Resuelva el problema £.47 suponiendo que la profuadidad de 450 mm
de la viga se incrementa a 500 mm.

4.49 TUna viga de concreto se refuerza con tres variilas de acero colocadas
come se muestra en la figura. Bl madualo de elasticidad es de 3 % 10° psi para el con-
creto v de 30 % 10° psi para el acero, Utilizando un esfuerzo permisible de 1 350 psi
para el concreto y de 20 ksi para ¢l acero, determine el momento flector maximo po-

sifive permisible en la viga.

Lo 10, de didmetro

16 in.

N s
Figura P4.49

4.5¢ Considerando que el momento flector en la viga de concreto reforzado
que se muestra en la figura es de + 130 kips - i, y que ¢l modulo de elasticidad es
de 3.75 > 10° psi para el concreto y de 30 X 10° psi para el acero, determine a) ¢l

esfuerzo en el acerc, 5) el esfuerzo maximo en el concreto.

E 30, |

24 in.

lin. __E
de didmetro -
2.5 in
|

\
-— 19 in.—*E

Figura P4.50

It

4,57 Una dala de concreto estd reforzada con varillas de 3 in. de didmetro co-
locadas sobre centros ubicados cada 5.5 in., como se muestra en la figura. El médulo
de elasticidad es de 3 X 10% psi para el concreto y de 29 X 10° psi para el acero.
Considerando un esfuerzo permisible de 1 400 psi para el concreto y de 20 kst para
el acera, determine el miximo momento flector por pie de espesor que puede apli-

carse con seguridad a la dala.

% in. de ditmetro

Figura P4.57



4,52 El disefic de una viga de concreto reforzade se considera balanceado si
los esfuerzos mdximos en el acero y en el concrelo son iguales, respectivamente, a los
esfuerzos permisibles o, y o, Muestre que para lograr un disefio balanceado Ia dis-
tancia x desde la parte superior de la viga al eje neulro debe ser

d

donde £,y E, son los mddulos de elasticidad del concreto y del acero, respectiva-
menle, y o es la distancia gue hay desde la parte superior de Ia viga hasta el refor-
zamiento de acero.

§ H
b —]

Figura P4.52

4.53 Para la viga de concrete mostrada en la figura, el médule de elasticidad
es de 3.5 x 10° psi para el concreto y de 29 % 10° psi para el acero. Sabiendo que
b= 8in yd =22 in., y utilizando un esfuerzo permisible de 1 800 psi para el con-
creto y 20 ksi para el acero, determine «) el drea requerida A, para el refuerzo de
acero si el disefic de la viga debe ser balanceado, b) el momento flector mdxime per-
misible. (Vea el preblema 4.52 para encontrar la definicién de una viga balanceada.)

4.5& Para la viga de concreto mostrada en la figwra, el mddule de elasticidad
es de 25 GPa para el concreto v de 200 GPa para el acero. Sabiendo gue » = 200
mm y d = 450 mm, y utilizando un esfuerze permisible de 12.5 MPa para el con-
creto y 140 MPa para el acero, determine @) el drea requerida A, para el refuerzo de
acero si ¢l disefio de la viga debe ser balanceado, &) el momento flector mdximo per-
misible. (Vea el problema 4.52 para encontrar la definicién de una viga balanceada.)

4.55 y £58 Cinco tiras de metal, cada una con seccidn transversal de 0.5 X
1.5 in., se unen para formar la viga compuesta mostrada, El mddulo de elasticidad
es de 30 % 10° psi para el acero, de 15 % 10% psi para ¢l Jatdn y de 10 % 10° psi para
el aluminio. Considerando que la viga se flexiona alrededor de un eje horizontal por
pares de 12 kips - in., determine «) el esfuerzo miximoe en cada uno de los tres me-
tales, D) el radio de curvatura de la viga compuesta.

—_
Aluminio g (.5 in.
Latdn (1.5 in.
Acero ' WG.S in.
Laton 770.5 in.
Aluminio i 77\'),5 in,

15 i

Figura P4.55

o]

Figura P4.53 y P4.54

Acero
Aluminio

Latén §

Probiemas

0.5 in.

Altminio

1.5 in.

Avero

1.3 in.—

Figura P4.56

.5 in.




Flexion pura
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Figura P4.559

Figura P4.61 y P4.62

§ mm
}/

Figura P4.63 y P4.64

Un tubo de acero y uno de aluminio se unen sélidamente para formar la
viga compuesta mosirada en la figura. El médulo de elasticidad es de 210 GPa para
el acero y de 70 GPa para el aluminio. Sabiendo que la viga compuesta se flexiona
mediante un par con momento de 500 N - m, deterrnine el esfuerzo maximo ) cn el
aluminio, ) en el acero.

e 3 mun

— O mm

— 10 mm

38 mim

|
|
- ~
H

Figura P4.57

4.58 Resuelva el problems 4.57, suponiendo que el tubo interior de 6 mm de
espesor es de aluminio y gue el tubo exterior de 3 mm de espesor es de acero.

4.58 La viga rectanguiar que se muestra en la figura estd hecha de un pléstico
para el cual el valor del médulo de elasticidad en tensién es la mitad del valor del
mddulo de elasticidad a compresidn, Para un momento flector M = 600 N - m, de-
termine el méximo a) esfuerzo de tensidn, b) esfuerzo de compresion.

*4.60  Una viga rectangular estd hecha de un material cuyo médule de elasti-
cidad es F, en tension y E, en compresién. Muestre que Ia curvatura de la viga bajo
flexidn pura es

1 M
p  ES
donde
E 4EE,
=)
(VE + VE,)
4.81 Es necesario maquinar ranuras semicirculares con radio r, como se mues-

tra en la figura. en los lados de un elemento de acero. Utilizando un esfuerzo per-
misible de § ksi. determine el moemento flector mdximo que puede aplicarse al ele-

3

mento cuando el radio 5 de las ranuras semicirculares es de a) # = §in, &) r = 1.

4.62 Es necesario maguinar ranuras semicirculares con radio r, como se
muestra en la figura, en los lados de un elemento de zcero. Considerando que
M = kips + in., determine el esfugizo maximo en el elemento cuando @) r = 2 in,
by r=13in

4.8F Sabiendo que M == 250 N - m, determine el esfuerzo mdximo en la viga
que se muestra en la figura cuando el radio r de los filetes es de a) 4 mum, »} 8 mm.

4.64  Considerando que ¢l esfuerzo permisible para la viga mostrada en Ja fi-
gura es de 90 MPa, determine el momento flector permisible M cuando el radio r de
los filetes es de &) 8 mm, &) 12 mm.



El esfuerzo perraisible utilizado en el disefio de una barra de acero es de
80 MPa. Determine el maximo par M que puede aplicarse a la barra @) si ésta se di-
sefia con ranuras que tienen porciones semicireulares de radio r = 15 mm, como se
mussira en la figura P4.65a, b} si la bana se rediseiia efiminando el materizl que se
encuentra por encima de las ranuras, como se muestra en la figura P4.655.

1§ mm 1§ mm

) &)
Figura P4.65 y P4.66

4.56  Un par con momento M = 2 kN » m se aplicard al extremo de una barra
de acero. Determine el esfuerzo mdximo en la barra @) si la barra se disefia con ra-
nuras semicirculares de radio » = 10 mm, como se muestra en ia figura 4.65q, b) si
la barra se redisefia eliminande el material que se encuentra por encima de las ranu-
ras, como se muestra en la figura P4.6550.

Cuando se dedujo la relacidn fundamental o, = —My/I en la seccidn 4.4, se
supuso que la ley de Hooke era aplicable a todo el elemento. Si se excede el
limite de cedencia en alguna parte del elemento, o si el material es fragil y
tiene un diagrama esfuerze-deformacién no lineal, dicha relacion se invalida.
El objetive de esta seccidn es desarrollar un método mds general para deter-
minar la distribucién de esfuerzos en un elemento sometido a flexidn pura,
método que puede usarse cuando la ley de Hooke no es aplicable.

Recuerde primero que cuando se probo, ea la seccidn 4.3, que la defor-
macion normal €, varfa linealmente con 1a distancia v desde la superficie neu-
tra, no se supuso una relacién especifica esfuerzo-deformacidn. Por tanto,
atn puede asarse esa propiedad en el presente andlisis y escribir

€, = —TE€, {4.10)
¢

donde y es la distancia del punto estudiado a la superficie neutra, y ¢ el va-
lor méximo de y.

4.8 Deformaciones plasticas




Flexién pura

Figura 4.34

Figura 4.36

Sin embargo, no es posible seguir suponiendo gue, en una seccién dada,
el eje neutre pasa por el centroide de dicha seccion, puesto que esta propie-
dad se obtuvo en la seccidn 4.4, bajo la hipdtesis de deformacidn elastica.
En general, el eje neutro debe localizarse por aproximaciones sucesivas, has-
ta hatlar una distribucién de esfuerzos que satisfaga las ecuaciones (4.1) y
(4.3) de la seccidén 4.2. En el caso particular de un elemento gue posee un
plano horizontal y un plano vertical de simetria y esté hecho de un material
caracterizado por la misma relacion esfuerzo-deformacidn a tensidn y a com-
presiodn, el eje neutro coincidird con el gje longitudinal de simetria de la sec-
cion. Ciertamente, las propiedades del material requieren que los esfuerzos
sean simétricos con respecto al eje neutro, es decir, simétricos con respeclo
a algiin eje horizontal y es claro que esto se cumplird y la ecuaciéa (4.1) se
satisfard al mismo tiempo, sélo si ese ¢je es el mismo eje horizontal de si-
metria.

El anélisis se limitard primero al caso especial que se acaba de descri-
bir. La distancia v en la ecuacioén {(4.10) se mide desde el eje horizontal de
simetria z en la seccion transversal, y la distribucidn de €, es hineal y simé-
trica con respecto a dicho eje (figura 4.34). Por otra parte, la curva esfuerzo-
deformacidn es simétrica con respecto al origen de coordenadas (figura 4.35).

Figura 4.35

La distribucién de esfuerzos en la seccidn transversal del elemento, es
decir, la grifica de ¢, contra y, se obtiene comeo sigue. Supeniendo que o5,
se ha especificado, se determina el valor correspondiente de €, del diagrama
esfuerzo-deformacicn y se lleva este valor a la ecuacion (4.10). LLuego, por
cada valor de y, se halla el correspondiente de €, en la ecuacion (4.10) o la
figura 4.34, y se obtiene del diagrama esfuerzo-deformacion de la figura 4.35,
el esfuerzo o, correspondiente al valor €. Graficando o, contra vy se genera
la distribucion de esfuerzos deseados {figura 4.36).

Recuerde ahora que, cuando se dedujo la ecuacion (4.3) en la seccion
4.2, no se supuso una relacién particular entre esfuerzo y deformacion. Pue-
de usarse, entonces, la ecuacion (4.3) para calcular el momento flector A que
corresponde a la distribucidn de esfuerzos obtenida en la figura 4.36. Consi-
derando el caso particular de un elemento que tiene una seccién rectangular
de ancho b, el elemente de drea en la ecuacién (4.3) se expresa como dA =
b dy y se liene:

M = [JJ yor dy {4.30)

g



donde o, es la funcién de v graficada en la figura 4.36. Come o, es una fun-
cién impar de y, la ecuacién (4.30) se escribe en la forma

M = ZbJ yor . dy @.31)
0

S1 o, esuna funcidn analitica conocida de €, es posible usar la ecuacion
{<4.10) para expresar o, come funcion de y, y la integral en (4.31) puede ha-
larse analiticamente. De otra manera, el momento flector M puede obtener-
se por integracidn numérica. HEste cdlculo se torna més significativo si se ad-
vierte que la integral de Ia ecuacién (4.31) representa el primer momenio con
respecto al eje horizeatal del drea de Ja figura 4.36 que se ubica por encima
del eje horizontal y se limita por la curva de distribucidn del esfuerzo v el
gje vertical.

Un valor importante del momento flector es el momento dltimo M, que
causa la falla del elemento. Su valor puede oblenerse a partir del esfuerzo l-
timo del material o, escogiendo a4, = oy y completando los célculos que
se indicaron antes. Sin embargo, es mds converiente en la prictica determi-
nar My experimentalimente utilizande una muestra del material. Suponiendo
una distribucién lineal de esfuerzos ficticia, 1a ecuacidn (4.15) se usa para
hallar el esfuerzo méaximo correspondiente Ry

Mye

{4.32)

El esfuerzo ficticio Ry es el mddulo de ruptura al flexionar el material dado.
Puede usarse para calcular el momento de flexién dltimo M, de un elemen-
to del mismo material, cuya seccidn transversal tiene la misma forma, pero

Figura 4.37

dimensiones diferentes, resolviendo la ecuacidn (4.32) para M, Como en el
caso de un elemento con una seccién rectangular, las distribuciones de es-
fuerzos, real y ficticia, que se muestran en la figura 4.37 deben generar el
mismo valor M, para el momento dltimo y las dreas que ellas definen deben
tener igual el primer momento con respecto al eje horizental, Es claro que el
modulo de ruptura Ry serd siempre mayor que la resistencia real o ;.

4.8 Deforrmaciongs plasticas

=
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Figura 4.38
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Con el fin de ofrecer una mejor vision de la conducta pldstica de un mate-
rial sometido a flexidn, se analizard el caso de un elemento hecho de mate-
rial elastopldstico suponiéndose primero que el elemento tiene mis seccion
rectanguiar de ancho b y altura 2¢ (figura 4.38). Recuerde de la seccidn 2.17,
que el diagrama esfuerzo-deformacion para un material elastopidstico es el
de la figura 4.39.

o

5-\- €
Figura 4.39

Mientras o, no excede el limite de fiuencia oy, se aplica la ley de Hoo-
ke, v la distribucién de esfuerzos es lineal (figura 4.40a). El esfuerzo maxi-
mo es

Oy = — (4.15)
I

Cuando el momento flector aumenta, o, alcanza eventualmente e} vaior oy
(figura 4.4056). Sustituyendo este valor en la ecuaciéa (4.15), y resolviendo
para A, se obtiene el valor M, del momento flector en el inicio de la fluen-
cla;

A I 172

MY =0y (4.33)

c

El momento My es el mdximo momento eldstico ya que es el mayor momen-
to para el cual la deformacién permanece completamente eldstica. Recordan-
do que, para la seccion rectangular considerada,

I b2y 2
= ——— = — b (4.34)
c 12¢ 3
se escribe
2,
My = g b()“(}'_), (435)

Si el momento (Jector sigue awmentando, se desarrollan zonas pldsticas
en el elemento que tienen el esfuerzo uniformemente igwal a —oy en la zo-
na superior y a +oy en la inferior (figura 4.40c). Entre las zonas pldsticas
subsiste un nucleo eldstico en el cual o, varia linealmente con v,

O—Y

o=y (4.36)

donde yy representa la mitad del espesor dei ndclee eldstico. Cuando M au-
menia, la zona plistica se expande hasta que, en el limite, la deformacicn es
completamente pldstica (figura 4.40d).

Se usard la ecuacion (4.31) para hallar el valor del momento flector M
que corresponde a un espesor 2yy del nicleo elistico. Receordando que o, es-



td dado por la ecuacién (4.36) para 0 =< y = yy, y es igual a —o, para y, =
y = ¢, s¢ escribe:

»r oy e
M=-2b| vy —;—y dy —2b | y{~oy) dy
0 Y

¥y

2
= 2
= gby%(ry + bcloy — byioy

1%
.M:m%(]m)% (4.37)
3¢°
0, a partir de la ecuacidn 4.35,
3 lf?»)
M= =Myl 1l-—— 4.38
£ 7 Y( 3 CQ ( )

donde My es el momento eldstico miximo. Se cbserva que cuando y, se apro-
xima a cero, el mamento flector tiende a
3

M, = -2~My {4.39)
Este valor del momento flector, que corresponde a una deformacién comple-
tamente plastica (figura 4.40d), es el momenio pldstico del elemento estudia-
do. Note que la ecnacién (4.39) es vilida sélo para elementos de seccién rec-
fangular hechos de marerial elastopldstico.

Debe tenerse claro que la distribucion de las deformaciones a través de
la seccidn permanece lineal después de la fluencia. Por tanio, la ecuacion
(4.8) de la seccidn 4.3 es atn vdlida y puede usarse para obtener el semies-
pesor yy del micleo eldstico. Se tiene

Yy = Eyp (4.40)

donde €y es la deformacién de fluencia y p el radio de curvatura correspon-
diente a un momento A = M,. Cuando e} momento flector es ignal a My, se
fiene yy = ¢ y la ecuacién (4.40) resulta en

€= &Py (4.41)

donde pyes el radio de curvaiwra correspondiente al momento eldstico md-
ximo M. Dividiendo miembro a miembre (4.40) entre (4.41), se obtiene la
relaciont

=== (4.42)

Sustituyendo por y,/c, de la ecuacion {(4.42), en la ecuacidn (4.38) se expre-
sa el momento flector M como funcién de radio de curvatura p de la super-
ficie neulra;

3 < 1 p2>

M=—Mil - (4.43)

2 3%
Debe notarse que la ecuacion (4.43) sélo es vilida después del inicio de a
fluencia, es decir, para valores de M mayores que M. Para M < My debe
usarse la ecuacidn (4.21) de la seccidn 4.4,

T Laecuacion (4.42) se aplica a cualquier elemente hecho de cualquier material dictil con un pun-
to de fluencia bien definido, ya que su deduccidn no depende de 1a forma de la seccién ransversal
ni de la forma del diagrama esfuerzo-deformacion mds alld del punto de cedencia.

4.9 Elementos hechos de material FAT
elastoplastico =~

< Fy
a) M < M},
¥

—ny

oy

[

Figura 4.40



Flexion pura

Figura 4.41

Se observa, de la ecuacidn (4.43), gue el momento flector alcanza el va-
lor M, = %MY sdlo cuando p = 0. Come claramente no puede tenerse un va-
lor mulo dei radic de curvatura en todos los pantos de la superficie neutra, se
concluye que una deformacién totalmente pldstica no puede desarrollarse en
flexién pura. Sin embarge, come se verd en el capftule 5, tal situacién pue-
de ocurrir en un punto en el caso de una viga somefida a carga transversal.

En la figura 4.41 se han representado, en tres dimensiones, las distribu-
ciones de esfuerzos en un elemento rectanguiar, correspondientes, respecti-
vamente, a un momenio elistico miximo M, v al case limite del momento
plastico M,,. Como, en ambos casos, las resultantes de las fuerzas elementa-
tes de tensién y compresion deben pasar por los centreides de los volime-
nes que representan la distribucion de esfuerzos y ser iguales en magnitud a
estos voldmenes, se verifica que:

1
Ry = §bCO’y

R, = beoy

v que los momentos de los pares correspondientes son, respectivamente

M, = (5¢)Ry = 3bay (4.44)

M, = cR, = bcoy (4.43)

Asi, se demuesira que para un elemento rectangular, M, = My como reque-
ria la ecuacién (4.39).

Para vigas de seccion transversal no rectangular, el cdleulo del maximo
memento eldstico My y del momento pldstico M, se simplifica de manera sus-
tancial si se usa un método grifico de andlisis, como se muestra en el pro-
blema modelo 4.5. Se encontrard, en este caso mds general, que la relacidn
k= M/My no es igual a 5 Para formas estructuradas, como las vigas de ale-
ta ancha, por ejemplo, esta relacién varfa de 1.08 a 1.14. La relacion k =
M My es el factor de forma de la seccion transversal ya gue depende dnica-
mente de dicha forma. Se observa que si se conocen el factor de forma k£ y
el momento eldstico méximo M, de una viga es posible obtener el momen-
to pldstico M, de la viga multiplicando a My por &

M, = kM, (4.46)

La relacion M, /oy, que se obtiene al dividir el momento plastico M, del
elemento entre a resistencia a la fluencia oy del material se conoce como
mddulo pldstico de la seccion y se representa por Z. Cuando se conocen el
maédulo plistico Z y el limite de fluencia oy de una viga, el momento plds-
tico M, de la viga se obtiene multiplicando oy por Z.

M, = Zoy (4.47)

Recordando que My = Say, ecuacidn (4.18), y comparando esta relacidén con
la ecuacién (4.47) se nota que el factor de forma & = M, /M- de una seccion



transversal dada puede expresarse como Ia relacién entre los mddulos plds-

tico y eldstico:

Mv ZUY Z
k == = =
My Soy S

4.9 Elemenios hechos de material
elastoplastico

(4.48)

Analizando el caso particular de una viga rectangular de ancho b y altu-
ra h, se nota, de las ecuaciones (4.45} y (4.47), que el mddulo pldstico es:

M bC‘zO";
» )] 2 )
= bl = zll_bh._
Ty Ty

Por otra parte, recuerds, de la ecuacidn {4.19) de la seccidén 4.4, que la sec-

cion de modulo eldstico de la misma viga es

S =1on

Sustituyendo en la ecuacion (4.48) los valores obtenidos de Z'y §, se verifi-

ca que el factor de forma de una viga rectangular es

Un elemento de seccion uniforme rectangular de 50 X 120 mm
{(figura 4.42) se somete a un momento flector A = 36.8 kN - m.
Suponiendo que el elemento estd heche de un material elastoplds-
tico con un punto de fluencia 240 MPa y un mddulo de elastici-
dad de 200 GPa, determine a) el espesor del niiclec eldstico, b)
el radio de curvatura de la superficie neutra.

b = 50 wm
e

¢ = 80 mm

o = 60w |

Figura 4.42

a} Espesor def nidclen eldstics.  Primero se determina
el momento eldstico méximo M,. Sustituyendo en la ecuacién
{4.34), se liene

2
— = e
c 3

2 2
5(50 x 1073 m)(60 X 1077 m)?

120 % 1076 m?

y llevando este valor, junto con oy = 240 MPa a la ecuacion (4.33)

I 3
My ==a, = (120 X 107* m*)}(240 MPa} = 28.8kN - m
C
Sustituyendo los valores de M y M, en la ecuacidn (4.38):
3 1 y?»
368KN-m= (288N -m)[ 1 - -~
2 3¢
(l) = 0444 T = 0666
< c
y como ¢ = Q0 mm
vy = 0.666(60 i} = 40 mm
El espesor 2y, del micleo eléstico serd de 80 mi.

B Radio de curvalura. Note que la deformacidn de
fluencia es

oy 240 X 10°Pa
E 200 x 10°Pa

€ = =12% 107

Resaolviendo ia ecuacidn (4.40) para p y reemplazande los valo-
res obtenidos de y, ¥ €y, se escribe

_ 0y 40X107m

= 333 m
€y 1.2 X 107°




Flexion pura
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Figura 4.43
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Figura 4.44

En el andlisis de las deformaciones pldsticas, se ha supuesto hasta aqui que
el elemento flexionado tiene dos planos de simetria, uno que contiene los pa-
res My M, v el olre que es perpendicular a ese plano. Ahora se estudiard
el caso més general en que el elemento sélo posee un plano de simetria que
contiene a M y M'. Sin embargo, el andlisis se limitard al caso donde la de-
formacion es totalmente plistica, cuyos esfuerzos normales son uniforme-
mente iguales a —oy sobre la superficie neutra v a -+ por debajo de elia
(fgura 4.434q). '

Como se indicd en la seccidn 4.8, no puede suponerse que el eje neutro
coincide con el gje centroidal de la seccidn transversal cuando dicha seccion
no es simétrica con respecto a ese gje. Para localizar el eje neutro, se es-
tudiard 1z resultante B, de las fuerzas elementales de compresion ejercidas
sobre la porcion A, de la seccion transversal situada sobre el eje neutro y
la resultante B, de las fuerzas de tension gjercidas sobre A, debajo del eje
neutro (figura 4.435). Puecste que R, y B, forman un par equivaleante al
aplicado al elemento, deben tener la misma magnitud. Se tiene, entonces,
Ry = K, 0 Aoy = Aoy de lo cual se concluye que A, = A,. En otras pala-
bras, el efe neutro divide la seccidn transversal en porciones de dreas igua-
fes. Note que el eje asi obtenido no serd, en general, un eje centroidal de la
seccidn,

También se observa que las lineas de accidon de B, y R, pasan por los
ceniroides € y C; de las dos porciones definidas. 51 d es la distancia entre
C v €5 v A el drea total de la seccidn transversal, el momento plastico del
elemento 5S¢ exXpresa Ccomo

M,u - (%AJI) d

En el problema modelo 4.6 se presenta un ejemplo del cdlculo del momen-
to plistico de ua elemento que tiene 26lo un plano de simetria.

“4,11 ESFUERZOS RESIDUALES

En las secciones precedentes se estudid que si en un elemento hecho de ma-
terial elastopldstico el momente flector es suflicientemente grande, se desa-
rrollardn zonas plasiicas. Cuando el momento flector se reduce a cero, la co-
rrespondiente reduccidn en esfuerzo y deformacion, en cualguier punto dado,
puede representarse por una linea recta en el diagrama esfuerzo-deformacidn,
como se ilustra en la figura 4.44. Bl valor final del esfuerzo en un punto no
serd cere, en geueral, tal como se verd en seguida. Habrd un esfuerzo resi-
dnal en casi tedos los puntos. y ese esfuerze puede tener o no el mismeo sig-
no del esfuerzo médxime alcanzado al final de Ia fase de carga.

Puesto que la relacién lineal entre o, y €, se aplica a todos los puntos
del elemento durante ia fase de descarga, es posible que la ecuacidn (4.10)
pueda usarse para obtener el cambic del esfuerzo en cualquier punte dado.
En otras palabras, la fase de descarga puede manejarse suponiendo gue el
elemento es completamente eldstico.

{.0s esfuerzos residuales se obtienen apiicando el principio de superpo-
sicién en forma andloga a la descrita en la seccidn 2.20, para una carga axial,
v para la torsion (seccidn 3.11). Se analizan, por una parte, los esfuerzos de-



bidos a la aplicacidn de! momento flector M vy, por otra, los esfuerzos con-

411 Esfuerzos residuales

trarios debidos al momento flector igual y opueste —M que se aplica para
descargar el elemento. Bl primer grupo de esfuerzos refleja el comportamien-
to elastepldstice del material durante la fase de carga, y el segundo grupo la
conducta finea! del material durante la fase de descarga. Sumando los gru-
pos de esfuerzos, se obtiene la distribucién de esfuerzos residuales en el ele-

mento,

Para el elemento de] ejemplo 4.05, halle &) la distribucién de es-
fuerzos residuales, by el radio de curvatura después que se ha re-
ducido el momento flector del mdximo de 36.8 kIN - m a cero.

a}l Distribucion de fos ssiverzos residusles. Re-
cuerde, del ejemplo 4.05, que el limite de fluencia es oy = 240
MPa y que el espesor del niclee eldstico es 2y, = 80 mum. La
distribucién de esfuerzos en el elemento cargado es la que se
muestra en ia ligura 4.454.

La distribucidn de los esfuerzos contrarios debidos al mo-
mento flector opuesto de 36.8 kN + m requerido para descargar el
elemento es lineal, como se observa en la figura 4.450. Bl esfuer-
70 MAXImo o, en e3a distribucion se obtiene de 1a ecuacidn {4.15).
Recordando, de! ejemplo 4.05, que Ifc = 120 ¥ 107% m’, se tie-
ne

e

no

368 kN - m
= —— = 306.7 MPa
I 120 X 107 m

Superponiendo las dos distribuciones de esfuerzos, se obtie-
nen los esfuerzos residuales ilustrados en la figura 4.45¢. Se ve-

rifica que, aunque los esfuerzos contrarios exceden al limite de
fluencia oy, la hipdtesis de la distribucidn lineal de los esfuerzos
contrarios es vilida, ya que no sobrepasan 2oy,

B} Radio de curvatura despuds de la descarga.
Puede aplicarse la ley de Hooke a cualquier parte del ndcleo
[¥l < 40 mm, puesto que no ha ocwrrido deformacidn plastica en
esa porcion del elemento. Asi, la deformacidn residual a la dis-
tancia v = 40 mm es
—35.5 X 10°Pa

~177.5 x 107°

200 % 10° Pa
Resolviende la ecuacion (4.8) para p y sustituyendo los valores
apropiados de €, y de v, se tiene

v 40 x 107 m

El valor cbtenido para p, después de remover la carga, represen-
ta una deformacion permanente del elemento.

y{mm} {mmn) y{mm])
40 qf: 40

vl

I

!
=k
“s\.-:r:
|

[

|

I
I
I
I
]

i‘:\ 240 o {MPa) o, —335% 667 o MPal
— | i
. ! 2!
—40 o —40 j;%;ﬁ
Bl B ﬁ —B0
) b} )

Figura 4.45




de deformaciones

Lo

Distribucidn
de esfuerzos

La viga AB estd hecha de acero dulee gque se supone elastopléstico con £ = 29 X
10% psi y oy = 30 ksi. Determine, despreciando el electo de los filetes, el momento
[ector M y el radio de curvatura correspondiente, «) al iniciarse la fluencia, b} cuan-
do las aletas se han plastificade completamente.

SOLLCION

¢, Iniciacién de Ia fluencia.  El momento centroidal de inercia de ia seccibn

es
I=5(12in}(16 in.y ~ H(12in. — 0.75 in}{14 in.)’ = 1 524 in.*

Momenis flecior, Para o4 = oy = 50ksi y ¢ = 8in,, se tiene
o {50ksi)}1 524 in%)
¢ 8in,

My = My =9 525 kips © in. <

Radio de crrvadura. Advirtiendo que, en ¢ = 8 in., la deformacidn wnisaria es
€y = oy/E =(50 ks1)/(29 % 10° psi) = 0.001724, se tiene de la ecuacidn (4.41), que

C o Eppy 8in. = 0.001724py py = 4040 1in. <

&, Patines completamenie plisticos. Cuando los patines se han vuelto com-
pletamente plasticos, las deformaciones y los esfuerzos n la seccidn se muestran en
la figura que viene a continuacién.

Reemplazamos las fuerzas elementales de compresion ejercidas en el patin su-
perior y en la poreidén superior del alma por sus resultantes B, y R., y de manera si-
milar se reemplazan las fuerzas de tensién por Ry y Ry,

Ry = R, = {50 ksi)(12 in.)(1 in.) = 600 kips
R, = Ry = (50 ksi)(7 in.}(0.75 in.) = 131.3 kips

1m. €y = 0001724 oy =50ksi 5
| asi
s 2 B : 7
I !
By eie | n
E] - 7in. 7in,
c | !
4 4
{ :
— -
7 i 7 in.
t ﬂ—l
T
n AN
\ e
Lin. e o -
Distribucicn Distribucion Fuerzms
de deformaciones de estuerzos resultantes

Momento flecter. Sumando los momentos de B, B, R, v R, alrededor del gje
z, se escribe

M= 2[R{75in) + R:(4.67 in}]
= 2[(600)(7.5) + (131.3)(4.67)]

M= 10230 Kkips - in. <

Radio de curvotura,  Ya que ¥, = 7 In. para esta carga, se tiene de la ecuacidn
(4.40) que

Yy €y 7in. = {0.001724)p p = 4060 in = 3381 <



Sabiendo que para la viga mostrada en la figura el esfierzo permisible
es de 12 ksi en tensién y de 16 ksi en compresion, determine el maximo par M que
puede aplicarse.

i 1.61n. i

(0.51in

l

Figura P4.20

4.21  Sabiendo gue Gy, = 24 ksi para la tira de acero AB, determine g) el
miximo par M que puede aplicarse, 5) el radio de curvatura correspondiente, Con-
sidere £ = 29 % 10° psi.

4.22  Varillas rectas de 6 mm de didmetro y 30 m de longitud se almacenan
enrolldndolas dentro de un tambor de 1.25 m de didmetre interior. Suponiendo gue
neo se excede la resistencia a la cedencia, determine «) el esfuerzo maxime en una
varilla enrollada, b} el momento flector correspondiente en la varilla. Considere E =
200 GPa.

Figura P4.22

£.23  Se observa que una delgada tira de acero con 0.06 in. de ancho puede
doblarse en un circulo de ﬁ in. de didmetro sin que se produzea ninguna deformacidén
permanente. Sabiende que £ = 29 X 108 psi, determine «) el esfuerzo méximo so-
bre la tira flexionada, &) la magnitud de los pares regueridos para deblar la tira.

4.24 Un par de 300 1b - in. se aplica a la barra de acero que se muestra en la
figura. ) Considerando que el par se aplica alrededor del eje z, como se muestra en
la figura, determine el esfuerzo mdximo y el radio de curvatura de la barra. b) Re-
suelva el mciso a, suponiendo que el par se aplica alrededor del eje y. Considere
E =29 % 10% psi.

L0453 i

.75 .

Figura P4.24

Tin™

Figura P4.21

0.06 in.

et

e
\ ! ‘\*jm.

i

Problemas

Figura P4.23



Flexion pura 4.25 Un par de magnitud M se aplica a una barra cuadrada con lado a. Para
cada una de las orientaciones mostradas en la figura, determine el esfuerzo miximo
y la curvatura de la barra.

Figura P4.25

4.2% Un par de 24 kN - m se aplica a la viga de acero laminado W200 X 46.1
wostrada en la figura. a) Suponiendo que el par se aplica alrededor del eje z como
se muestra, determine el esfuerze miximo y el radio de curvatura de la viga. /) Re-
suelva el inciso ¢, suponiendo que el par se aplica alrededor del gje y. Utilice E =
200 GPa.

Figura P4.26

4.27  Una porcidn de una barra cuadrada se elimina por fresado para que tenga
la seccidn transversal mostrada en la figura. Después, Ia barra se flexiona alrededor
de su diagonal horizontat con un par M. Considerando el caso donde i = 0.9/, ex-
prese el esfuerzo mdximo en la barra en la forma o, = ko dende oy es el esfuerzo
méximo que se habria producido i la bara cuadrada original hubiera sido flexio-
nada por el mismo par M, y determine el valor de £,

Figura P4.27



PROBLEMA MODELD 4.6

100 mm ‘*‘

ot mm Determine el momento plastico M, de una viga cuya seccidn transversal se muestra
—F enla figura, cuando se flexiona alrededor del eje herizontal. Suponga que el mate-
] rial es elastoplastico con un limite de fluencia de 240 MPa.

20
80 mm

i
7 20 mm

.
G0 mim

SOLUCION
Hje neutro. Cuando la deformacién es totalmente pldstica, el gje neutro divi-
de la seccién transversal en dos partes cuyas dreas son iguales, puesto que el drea to-
tal es
A = (100)(20) + (B0X}20) + (60)(20) = 4 800 mm’
el drea sobre el eje nevtro serd de 2 400 mm®. Se escribe

20{100% + 20y = 2400 y = 20 mm

f% 100 mm 4.‘ Note que el eje neulro i pasa por el centroide de la seecidn.

20 mm t [ i

i ] Momento plastice. La resultante R, de Jas fuerzas elementales sobre A; es
y . . .
: igual a

R, = Aoy

Eje neutro

20 mm—- . . .
-‘_ y pasa por el centroide de esa drea. Se tiene

[ -] R, = Ay =

[
Ry = Ay = [(0
[

40 MPa = 480 kN

0.100 m){0.020 m}]2
240 MPa = 96 kN
2
2

{ )
020 m}0.020 m)
{ )
{ )

/‘\/‘\r"\r"\

]
]
]
]

Ry = Aoy = [(0.020 m) 0.060 m)|240 MPa = 288 kN
Ry = Aoy = 1(0.060 m){(0.020 m}]240 MPa = 288 kN
Y
=100 mm gy = 240 MPa
20 mm |
20 mm — 0 mm 30 1mn
o I x
{ =20 mm 30 mm
BOwm A b e .
70 mn
|
B |
20 mm u

‘ i)

()( ) nim

El momente pléstico M, se obtiene sumando los momentos de ias fuerzas con res-
pecto al gje z.

= {0030 m)R, + (0.010 m)R, + (0.03¢ m)R, + {0.070 m)R,
= (0.030 m){480 kN) + (0.010 m){96 &N)
+(0.030 m)(288 LN) + (0.070 m)(288 kN)
=44 16 kN - m M, =442EN - m =

HMota: Como la seccién transversal no es simétrica con respecte al eje z, la su-
ma de los momentos de R y R, no es igual a la suma de los momentos de R; v Ry,

A
2h3



Para la viga del problema modelo 4.5, halle los estuerzos residuales y el radio per-
manente de curvatura después de retivar el par M de 10 230 kips - in.

Carga. En el problema modelo 4.5 un par con momento M = 10 230 kips - in.
se aplicd y se obtuvieron los esfuerzos mostrados en la figura 1,

Trescarga elastiea. La viga se descarga por la aplicacién de un par de momen-
to M = —10 230 kips - in. {que es igual y opuesto al par originalmente aplicado).
Durante esta descarga, la accidn de la viga es completamente eldstica; recordando del
problema maedelo 4.5 que 7 = 1 524 in”, se calcula el esfuerzo miximo

~ Me {10230 Kips - in.)(8 in.)
"L [ 524 in.*

Los esfuerzos causados por la descarga se muestran en la figura 2.

o = 53,70 ksi

Esfuerzos resicdualzs.  Se superponen los esfuerzos debidos a la carga (figura
1) y a la descarga (figura 2) y se obtienen los esfuerzos residuales en 1a viga (figu-
ra 3).

- 300 kst 4 570 ksi

i

———————————————————— b+ 3.01 kst

1) 2) 3

&

Radio permanente de curvatura. BEn y = 7 in. ef esfuerzo residual es o =

I —3.01 ksi. Ya que no ocurrid deformacidn plastica en este punto, se aplica la ley de
g = 370 ksi (tensién] Hooke y se tiene que €, = ¢/F. Recordando la ecuacidn (4.8), se tene que
¥ yE {(7in.)(29 > 10° psi) _ B X
pg=——=——=— - = +67400in. p = 5620t <
€, o —3.01 ksi

Se advierte que el esfuerzo residual es en tension sobre la cara superior de la viga y

L s L de compresion en a cara inferiorn, aun cuando la viga es céneava hacia amriba,
o= —a.a l’{j ]\'51 (C(}'lnp'l'(ﬁﬂl(}'l’l,l e



¥ Una barra con la seccion transversal rectangular que se muestra en la fi-
gura, estd hecha de un acero que se supone elastopldstico con £ = 30 X 10° psi y
7y = 48 ksi. Determine el momento flector M del par para el que @) ccurre la fluen-
cia, £) las zonas pldsticas en las partes superior ¢ inferior de la barra son de 4.09 in.
de espesor.

?'e
A
B’

(0.3 i

Figura P4.67

4.68 Para la barra de acero del prablema 4.67, determine el espesor de Ias zo-
nas plasticas en las partes superior e inferior de la barra cuando a) M = 250 1b - in,,
D)y M =300 1b - in.

4,69 La barra prismdtica mostrada en la figura, hecha de un acero que se su-
pone elastopldstico con o, = 300 MPa se somete a un par M paralelo al eje x. De-
termine el momento M del par para el que a) comienza a ocurrir ia fluencia, b) el
nicleo eldstico de la barra tiene un espesor de 4 mm.

£

Figura P4.69

470 Resuelva el problema 4.69, suponiendo gue el par B es paralelo al eje z.

4.71  Una varilla cuadrada sélida con un lado de 0.6 in. estd hecha de un acero
que se supone elastopldstico con £ = 29 X 10° psi y oy = 48 kei. Sabiendo que un
par M se aplica y se mantiene atrededor de un eje paralelo a un lado de la seccidn
trapsversal, determine el momento M del par para el que el radio de carvatura es de
6 fi.



Flexidn pura 4.72 Para la varilla cuadrada sdlida del problema 4.71, determine el momento

M para ] cual el radie de curvatura es de 3 ft.

4.73 v 474 Una barra con la seccidn transversal que se muestra en la figura
estd hecha de un acero supuestamente elastopldstico con £ = 200 GPa y oy = 240
MPa. Para una flexion alrededor del gje z, encuentre el momento flector en el que a)
comienza a ocurrir la fluencia, &) las zonas pldsticas por encima y debajo de la ba-
rra tienen un espesor de 30 mm.

4
30 mm

i |

= - o S0
90 mm L i

30

i

b

|
| E5 mmm - ;4—1‘ ‘17 15 mmn

~— 60 mmm —= 30 mm

Figura P4.73 Figura P4.74

4.7h y 478 Una barra con la seccidn transversal que se muestra en la figura
estd hecha de un acerc supuestamente elastopldstico con £ = 29 X 10%psiy o, = 42
ksi. Para una flexion alrededor del eje z, determine el momento fiector para el que
a) comienza a ocugrir la fluencia, b) las zonas plisticas por encima y debajo de la
barra son de 1 in. de espesor.

11!1-%‘ ‘ﬁ;—! ‘4—lin- o.sm.—»| F«Wi |k(15m

Figura P4.75 Figura P4.76

4.77 a 480 Para la barra indicada, determine ) el momento completamente
pléstico M. by el factor de forma de la seccidn transversal.
4,777 Barra del problema 4.73.
4.7% Barra del problema 4.74.
£.7%9  Barra del problema 4.75.
4.80 Barra del problema 4.76.



4.87 v 4.82 Determine el momento plistico M, de una barra de acero con la
seccion transversal que se muestra en la [igura, suponiendo que el acero es elasto-
plastico con una resistencia a la fluencia de 240 MPa.

! ! 25 mm ! !
10 mm 10 mm

Figura P4.81

4.83 Determine el momento pldstice M, de una viga de acero con la seccidn
transversal mostrada en la figura, suponiendo que el acero es elastopldstico con una
resistencia 2 la fluencia de 36 ksi.

e 4, —»‘
H

e §

:3 .

Figura P4.83

£.84 Deternine ¢l momento plistico M, de una viga de acero con la seccidn
mansversal mostrada en Ia figura, suponiendo que el acero es elastopldstico con una
resistencia a la fluencia de 48 ksi.

EENE

~~">~! 1in. ‘4—

Figura P4.84

4.85 Un tubo de pared gruesa con la seccidn transversal mostrada en Ia figura
estd heche de un acero que se supone elastoplistice con una resistencia a la fluencia
ay. Desarrolle upa expresién para el momento pldstico M » del tubo en términos de
Ci, Y Oy

Figura P4.85y P4.86

4.86 Determine el momento plistico M, de un tubo de pared gruesa con la
seccion transversal mostrada en la figura, sabiendo que ¢ = 60 mm, ¢; = 40 mm y
oy = 240 MPa.

Problemas f_)iﬁ}‘ ?‘

50 mum

30 mm

¥

10

[e————~|

i
|
10 mm —

30 mm

Figura P4.82

—- 10 nim
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Flexién pura

4,87 v 4858  Sobre la viga indicada, se aplica y después se retira un par con
momento igual al momento completamente pldstico M,,. Utilizando una resistencia a
la fluencia de 240 MPa, determine el esfuerzo residual en y = 45 mm.

4.87  Viga del problema 4.73.
4.8% Viga del problema 4.74.

&89 y 480 Scbre la viga indicada, se aplica y después se retira un par con
momento igual al momento completamente plastico M, Utilizando una resistencia a
1a fluencia de 42 ksi, determine el esfuerzo residual en a) vy = 1 in, ) v = 2 in.

4,89  Viga del problema 4.75.
£.9%  Viga del problema 4.76.

491 Un par flector se aplica a la viga del problema 4.73, provocando que se
desarrollen zonas plasticas de 30 mm de espesor por encima y debajo de la barra.
Después de gue el par ha sido retirado, determine «) los esfuerzos residuales en y =
45 mm, b) los puntos donde el esfuerzo residual es cero, o) el radio de curvatura co-
rrespondiente a la deformacidn permanente de la viga.

£.92  Un par flector se aplica a Ia viga del preblema 4.75, provocando gue se
desmrollen zonas pldsticas de 2 in. de espesor por encima y debajo de la barra. Des-
pués de que el par ha sido retirado, determine ) los esfuerzos residuales eny = 2
in., by los puntos donde el esfuerzo residual es cero, ¢) el radie de curvatura corres-
pondiente a la deformacion permanente de la viga.

4.93 Una barra rectangelar recta v sin esforzar es flexionada para formar un
arco de cfreulo con radio p mediante dos pares con momento M. Después de que los
pares se retiran, se observa que el radio de curvatura de la barra es pg. Denotando
mediante p, el radio de curvatura de la bamra al inicio de la fluencia, muestre que fos
radios de curvatura satisfacen la siguiente ecuacion:

LR },iﬁ_{lmi ﬁ”
pr P 2 Py 3\er/ |

4,84 Una barra sélida con seccidn transversal rectangular es de un malerial
que se supone elastopldstico. Denotando mediante My y py. respectivamente, &l mo-
mento flector y el radio de curvatura al inicio de la fluencia, determine a} el radio
de curvatura cuando un par con momente M = 1.25 M, se aplica a Ia barra, &) el ra-
dio de curvatura después de que se retira el par. Verilique los resultados aplicando la
relacion deducida en el problema 4.93.

4.95 La barra prismdtica AB estf hecha de un acerc que se supone elasio-
plistico y para el que £ = 200 GPa. Considerando que el radio de curvatura de Ja
barra es de 2.4 m cuando un par con momente 4 = 350 N - m se aplica como se in-
dica en la figura, determine &) la resistencia a la fluencia del acero, &) el espesor del
niicleo elistico de la barra. '

168 mm 20

Figura P4.95



4,96 La barra prismitica AR es de una aleacion de aluminio para la que el dia-
grama de esluerze-deformacidn unitaria a tensidén es como se muestra en la figura,
Suponiendo que el diagrama o-¢ es el mismo a compresién que 2 tensidn, determine
) el radio de curvatura de la barra cuando el esfuerzo madmo es de 250 MPa, b) ¢l
valor correspondiente del momento flector. (Sugerencia: Para el incise b, grafique o
contra y y wtilice up método aproximado de integracion.)

a [NPa)
300 5
. W H) i -
A e M'
200 Mo .
. I G0 mm
100 /
7
/
0 0.005 (L0100

Figura P4.96

497  Labarra prismitica AB estd hecha de una aleacion de bronce para la que
el diagrama de esfuerzeo-deformacién unitaria a tensidn es como se muestra en la fi-
gura. Suponiende que el diagrama ¢-€ es el misimo & compresidn que a tension, de-
termine «) el esfuerzo méaximo en la barra cuando su radio de curvatura es de 100
in., &} el valor correspondiente del momente flector. (Vea la sugerencia dada en el
problema 4.96.)

..U ii

Figura P4.97

0.004 0005 €

4,88  Una barra prismdtica de seccidn rectangular es de una aleacidn para Ja
cual el diagrama esluerzo-deformacion puede representarse mediante la relacion
€ = ko' parao > Qy e = ~Ho"| para o < 0. Si se aplica un par M a la barra, de-
muestre que el esfuerzo mdximo es

_1+2n%

F, =
m 3}? !

Problemas

Figura P4.98
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Figura 4.49
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M FLAND

En la seccidén 1.5 se estudic que ia distribucién de esfuerzos en la seccion
transversal de un elemento sometido a carga axial puede considerarse unifor-
me sélo si la Hnea de accién de las cargas P y P’ pasan por ef centroide de
fa seccion. Se dice que dicha carga es céntrica. Ahora se estudiard ia distri-
bucidn de esfuerzos cuando la linea de accidn de las fuerzas no pasa por el
centroide, es decir, cuando la carga es excénirica.

Dos ejemplos de una carga excéntrica se presentan en las figuras 446 y
4.47. En ef caso del arbotante de iluminacidn de la autopista, el peso de la
ldmpara causa una carga excéntrica en el poste. De la misma manera, las fuer-
zas veriicales ejercidas sobre la prensa causan una carga excéalrica en la co-
lumna posterior de la prensa.

|2
Figura 4.46 Figura 4.47

En esta seccion, el andlisis se restringird a elementos que tienen un pla-
no {e simetria, y se supondrd que las cargas se aplican en el plano de sime-
tria del elemento (figura 4.48a). Las fuerzas internas que actian en una sec-
cién transversal dada pueden representarse por la fuerza F aplicada en el
centroide € de la seccidn y a un par M que actiia en el plano de simetria del
elemento {figura 4.485). Las condiciones de equilibric del cuerpo libre AC
requieren que la fuerza F sea igual y opuesta a P' y que el momento del par
M sea igual y opuesto al momente de P’ con respecto a C. Llamando ¢/ a la
distancia desde C hasta la linea de accién AR de las fuerzas P y P, se tiene

F=P y M = Pd (4.49)

Se observa que las fuerzas internas en la seccidén se hubieran represen-
tado por la misma fuerza y el misma par si la porcidon recta DE del elemen-
to AR se hubiera separado de AB y semetido simultineamente a las fuerzas
céntricas P y P’ v a los pares de flexién M v M’ (figara 4.49). Asi, la dis-
tribucién de estuerzos debida a la carga excéntrica original puede obtenerse



superponiendo la distribucién uniforme del esfuerzo correspondiente a las 4.12 Carga axial excéntricaeél un plair@o 261
- - - - .. . . e simeiria

cargas céntricas P y P’ y la distribucién lineal correspondiente a los pares

flectores M y ' (figura 4.50).

g, = (O-.\:)cémrica + (U—)\')Flexic‘m

Figura 4.50

o, recordando las ecuacicnes (1.5) y (4.16):

i 4 4.50
Ty = 7 (4.50)

donde A es el drea de la seccidn transversal e / su momento ceniroidal de
inercia, y donde v se mide desde el gje centroidal de la seccién. La relacién
obtenida muestra que la distribucidn de esfuerzos en la seccidn es lineal pe-
ro e uniforme. Dependiendo de la geometrfa de la seccidn transversal y de
la excentricidad de ia carga, los esfuerzos combinados pueden tener todos el
mismo signo, como en la figura 4.50, o algunos pueden ser positivos y otros
negativos, como en la figura 4,51, En el dltimo caso habrd una Hnea en la
seccidn, a lo largo de la cual o, = 0. Esta linea represenia el ¢je neutro de
la seccidn. Se observa que el eje neutro no coincide con el eje centroidal
de seccion, ya que o, ¥ 0 para y = 0.

Figura 4.51

I.os resultados obtenidos serdn vilidos sélo hasta el punto que se satis-
fagan las condiciones de aplicacién del principio de superposicidn (seccién
2.12) y del principio de Saint-Venant (véase seccion 2.17). Esto implica que
los estuerzos no deben exceder el Hmite de proporcionalidad del material,
que ias deformaciones por la tlexién tampoco deben afectar apreciablemen-
te la distancia d en la figura 4.48a y que la seccidn transversal donde se
calculan los esfuerzos no esté muy préxima a los puntos D o £ de la misma
figura. El primero de estos requisitos muestra claramente que el método de
superposicion no puede aplicarse a deformaciones plisticas.
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Una cadena de eslabon abierto se obtiene doblando barras de ace-
ro de bajo carbone, de 0.5 in. de didmetro, hasta darles la forma
que se aprecia en Ia figara 4.52. 51 la cadena soporta una fuerza
de 160 Ib, determine «) fos esiuerzos mdximos de {ensidn y com-
presion en la parte recta del eslabdn, &) la distancia entre los gjes
centroidal y nentro de vna seccidn transversal.

160 b
Figura 4.52

a}l Marimos esfuerzos de fensidn y compresion.
Las fuerzas internas en fa seccidn transversal son equivalentes a
una fuerza cénirica P y a un momento flector M {(figura 4.53) de
magnitades

P =160
M = Pd = (16015){0.65 in.) = 1041b - in.

E:
<_v,,_.;|

d =0.65 ‘m.\ 4P

B

g
‘%7180 Ih

Figura 4.53

Las distribuciones de esfuerzos correspondientes se indican en las
partes a vy [ de la figura 4.54. La distribucidén debida a }a fuerza
céntrica P es uniforme ¢ igual a ¢y = F/A. Se tiene

A= mc* = 7(0.25in.Y = (.1963 in”
P 1601h

Og = 71

=————— =815 psi
A 01963 in.”

9200 psi o

i

=7 660 psi

=5 475 psi
@) B o)

Figura 4.54

Debido al par de flexidn B, la distribucién es lineal y posee un
esfuerzo miximo o, = M/l

I = imet = 17(0.25 in)* = 3.068 x 107 in.?

Me {10410 - in)(0.25 n)
.z e =

" =~ 8475 psi
3.068 ¥ 1077 in.
Superpeoniendo las dos distiibuciones se obtiene la distribucion de
esfuerzos correspondientes a la carga excéntrica (figura 4.54c¢).
Los esfuerzos maximos de tensidn y compresién de la seccidn
son, respectivamente

o, =0y + ¢, = 815 + 8475 = 9290 psi
T, =gy - 0, = 815 — 8475 = —7 660 psi

b} Distancla entre fos efes cenirojdal y neulre. La
distancia yp entre los gjes centroidal vy neutro de la seceidn se cb-
tiene haciendo o, = 0 en la ecuacidn (4.50); resclviendo para vy

= (060

Yo

P My

0.0240 in,

i
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Sabiendo que para el conector de hierro colado, que se ilustra en la figura, los es-
fuerzos permisibles son 30 MPa a tension y 120 MPa a compresién, halle la méxi-
ma fuerza P que puede aplicarse al coneclor. (Neta: En el problema modelo 4.2 ya
se habia estudiado la seccion en T del conector.)

Propiedades de la seecidn trapsversal. Del problema modelo 4.2, se tiene

A=3000mm* =3 x 107 m? Y =33 mm = 0038 m
I=2868 X 10°m’

Ahora se escribe: d = (0.038 m) — (0.010m) = 0.028 m
Fuerza v par en €. Se reemplaza P por un sistema equivalente fierza-par en
el ceniroide .
P =pF M = P(d) = P(0.028 m} = 0.028 P

La fuerza P que actiiz en el centroide causa uza distribucion de esfuerzo uniforme
(figura 1). EI par de flexion M produce una distribucién de esfuerzo lineal {figura 2).

r F

i avare i 333P {Compresion)
Me,  (0.028P)(0.022) 7 .
o —— = et 2= TP {Tensidn)
! 808 X 10
Me 0.028P)0.038
oy = B = me)m( _:; ) = | 226F { Compresion)
I 868 X 10

Superposicién.  La distribucidn total de estuerzos (figura 3) se encuentra su-
perponiende las distribuciones de esfuerzos causadas por Ia fuerza céntrica Py por
el par M. Como la tensién es positiva y la compresion negativa, se tiene:

P Mc,
A
P Moy

og = —333P — 1226P = —1 559P
AT

oy = = —333P + 7I0P = +377P (Tensidn)

{Compresicn)

Faerza médzima permisible. La magnitud de P, para la cual el esfuerzo de
tension en el punto A es igual al esfuerzo permisible de tensidn de 30 MPa, se en-
cuentra escribiendo:

o, = 37IP = 30 MPa P =7%96kN <

También se determina la magnitud de P para la cual el esfuerzo en B es igual al es-

fuerzo de compresion de 120 MPa.
oy = —1559P = —120 MPa P=770kN <

La magnitud de Ja médxima fuerza que puede aplicarse en P sin exceder alguno de
los esfuerzos permisibles, es el menor de los dos valores encontrados.

P=77.0KN <
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Figura P4.102
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4.99  Dos fuerzas P pueden aplicarse por separado o al mismo tiempo sobre
una placa soldada a una barra circular de radio . Determine el esfuerzo de compre-
sién mdximo en ia barra circular, @) cuando se aplican ambas fuerzas, ) cuando sole
se aplica una de las fuerzas.

Figura P4.99

4100  Hasta tres cargas axiales, cada una de magnitd P = 10 kips, pueden
aplicarse al extremo de un perfil W8 X 21 de acero laminado. Determine el es-
fuerzo en el panto A, a) para la carga indicada, &) si sélo se aplican cargas en los
puntos 1y 2.

p
3.5 .

3.5 in. £
e

Figura P4.100 y P4.101

4787 Hasta tres cargas axiales, cada una de magnitud P = 10 Kips. pueden
aplicarse al extremo de un perfil W8 X 21 de acero laminado. Determine el es-
fuerzo en el punto A, a) para la carga mostrada, ») si sélo se aplican cargas en los
puntes 2 y 3.

4.102 Considerando que la magnitud de la fuerza horizontal P es de 8 kN, de-
termine el esfuerzo en a) el punto A, b) el punto B.



4103 La porcidn vertical de [a prensa ilustrada en la figura consta de un tiho
rectangular con espesor de pared £ = 10 mm. Si la prensa se ba apretade sobre unas
planchas de madera encoladas hasta que P = 20 kN, determine el esfuerzo en a) el
punte A, b) el punto B,

“(m.__b[«_»‘ Seccidn a-
200w 80 mm

Figura P4.103
4,704 Resuelva el problema 4.103, supcniendo gue 7 = 8 mm.

£.10%  Una colwmna corta se elabora clavando dos tablas de 1 % 4 in. 2 un ma-
dero de 2 > 4 in. Determine el esfuerzo miximo de compresion causade en la co-
lumma por una carga de 12 kips aplicada en el centro de la seccidn superior del ma-
dero como se muestra en la figura, si a) la columma es como se ha descrito, b) se
retira la tabla 1, ¢} se retiran ambas tablas.

12 ldps

Figura P4.105

4,136  Una porcidn de una barra sélida de seccidn cuadrada se removié me-
diante fresado. Considerando que a = 30 mm, d = 20 mm ¥ g, = 060 MPa, de-
termine la magnitud P de Ia mayor fuerza que puede aplicarse con seguridad en los
centros de los extremos de la barra,

]P
ey

Figura P4.106 y P4.107

£307 Una porcién de vna barra sélida de seccidn cuadrada se removid me-
diante fresado. Se aplican fuerzas de magnitud P = 18 kN en los centros de los ex-
trenzos de la barra. Sabiendo que a = 30 mm y oy, = 135 MPa, determine Ja pro-
fundidad permisible minima de la porcidn fresada de Ia viga.

Problemas
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Flexién pura

4408  Las cuatro fuerzas que se muestran en la figura se aplican a una placa
rigida soportada por un poste de acero con radic a. Sabiendo que P = 100 kN y
a = 40 mm, determine el esfuerzo maximo en el poste cuando a) se retira la fuerza
en D, b} se retiran las fuerzas en €y en D,

Figura P4.108

4708  5i se sabe que el esfuerzo permisible en la seccidn ABD es de 10 ksi,
determine la méixima fuerza P que puede aplicarse 4 la ménsula mostrada en la fi-
gura.

<
.
0.9in. S P ~
2in, / ></ (1.6 in.
T 0.6 in.

e

Figura P4.109

4,778  Es necesario realizar un doblez / en una varilla circular solida con did-
metro d. Sabiendo que el esfuerzo mdximo después de que se produce el doblez no
debe exceder cinco veces el esfuerzo en la varilla cuando estaba recta, determine el
méximo deblez que puede realizarse.

Figura P4.110y P4.111

4,177 s necesario realizar un doblez & en un tubo de metal de 0.75 in. de
didmetro interior y 0.08 in. de espesor-de pared: Sabiendo que ¢l esfuerze maximo
después de que se produce el doblez no debe exceder cuatro veces el esfuerzo en la
varifla cuando estaba recta, determine el maxime doblez que puede realizarse.



4.792 Bl pertil que se muestra en la figura se formé doblando una placa del-
gada de acero. Si se supone gue el espesor 1 es pequefic comparado con la longitud

a del lado del perfil, determine el esfuerzo ayen A, &) en B, ¢) en C.

determine ia mdxima fuerza P que puede ejercer la prensa.

25 1mn-—>—| ‘4—25{) mim—=|

T
\

: i
250 1

I

Seceidn -

Dimensiones en mm

Figura P4.113

4114 Considerando gue la prensa mostrada se apretd sobre unas tablas de ma-
400 N, en la seccidén a-a determine a) el esfuerzo en el

dera encoladas hasta P =
punto A, &) el esfuerzo en el punto D, ¢) la ubicacidn del gje neutro.

10 mum

4 mm

50 mim
i e r.'. )

L

-

~—‘—| ‘—(— 4 mm

Figura P4.114

4.715 Las cuatro barras que se muestran en la figura tienen la misma drea de
seccion transversal. Para las cargas dadas, muestre que ) los esfuerzos méximos de
compresion tenen la razén 4:5:7:9, b) los esfuerzos mdximos de tensidn tienen la ra-
. (Nota: La seccidn transversal de la barra triangular es un tridngulo equi-

zén 2:3:5:3
latero.}

Sabiendo que el esfuerzo permisible en fa seccidn a-a de la prensa hi-
d}duiica mostrada en la figura es de 40 MPa en tensidén y de 80 MPa en compresidn,

; o 25 m

Problemas

Figura P4.112

Figura P4.715
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Figura P4.116

£.11%  Con la intencidn de proporcionar acceso al interior de un tube cuadrado
hueco con espesor de pared de 0.25 in., se ha removido la porcion €6 de un lado
del tubo. Si se sabe gue la carga del tubo es equivalente a las dos fuerzas iguales y
opuestas de 15 kips que actilan en los centros geométricos A y E de los extremos del
tubo, determine «) el esfuerzo mdximeo en la seccidn a-a, &) el estuerzo en el punto
F. Dato: el ceniroide de la seccidn tansversal estd en Ce [, = 4.81 in*.

+
20 onm
t

E ‘ ‘ - 50 mm—»‘-<—«—|
; ; 80 mimn ‘ 20 mm

; |
43 mm 40 an

Seccidn a-a

Figura P4.117

2

4.11F Sabiendo que el esfuerzo permisible ez de 150 MPa en la seccion
a-a del soporte mostrado en la figura, determine ) la maxima fuerza vertical P
que puede aplicarse en el punto A, ») la ubicacién correspondiente del eje neutro
en la seccidén a-a.

AT18  Resuelva el problema 4.117 suponiendo que la fuerza vertical P se aplica
en el punto B,
Figura P4.119

4719 Tres placas de acero, cada una de 1 X 0 in. de seccidn transversal, se
sueldan para formar una columna corta H. Luego, por razones arquitecténicas, se re-
tira una banda de 1 in. de cada lade de uno de los patines. Si se sabe que la carga
permanece céntrica con respecto a la seccidn transversal original, y el esfuerzo per-
misible es de 15 ksi, determine la mdxima fuerza P que puede aplicarse a ) la co-
fumna original, &) la columna modificada.



4.120  Labarra de acero con forma de C se utiliza como un dinamdémetro para
determinar la magnitud P de las fuerzas mostradas. Si se sabe que la seccidn trans-
versal de la barra es un cuadrado con lado de 1.6 in., y que se midié la deformacién
unitaria en el borde interior en 450 w, determine la magnitud P de las fuerzas. Con-
sidere £ = 29 % 10° psi.

L6 in.

Figura P4.120

4,121  Una fuerza axial excénirica P se aplica, como se muestra en la figura,
a una barra de acero con seccidn (ransversal de 25 % 90 mm. Las deformaciones uni-
tarias en A y B se midieron como
€, = +350 u €= —T0u
Sabiendo que £ = 200 GPa, determine &) la distancia d, b) la magnitud de 1a

fuerza P.

4,122 Resuvelva el problema 4.121, suponiendo que las deformaciones unita-
rias medidas son

€, = +0600 €p = +4320 p

4,122  Un tramo corto de una columna de acero laminado soporta una placa
rigida sobre la que se aplican dos cargas P y 3, como se muesira en la figura, Al
medir las deformaciones unitarias en dos puntos A v B sobre la Hnea central de las
caras externas de los patines se obtuvo

€, = =400 x 107% i /in. € = 300 % 107 %in/in.

Si se sabe que E = 29 X 10° psi, determine la magnitud de cada carga.

i

PE _Gin
e

|‘<¥ 10 in.—-{

= 10.0in2
I. =273t

1

Figura P4.123

25 m m\
|

Pl

Figura P4.121

30 mun
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Problemas 2@@




Py
il

Flexion pura

i)
Figura 4.55

Figura 4.56

£124  La fuerza axial excéntrica P actiia en el punto D, que debe estar loca-
lizado 25 mm por debajo de la superficie superior de la barra de acero mostrada en
la figura. Para P = 60 kN, determine a) 1a profundidad d de Ja bacra para la que el
esfuerzo de tensidn en el punto A es miximo, &) el esluerzo correspondiente en el
punto A.

b = 40 mm

ta=325mm

-

5

\\20 nm
Figura P4.124

4,725 Para la barra y la carga del problema 4.124, determine «) la profundi-
dad ¢ de la barra para la que el esfuerzo de compresion en el puntc B es maximo, A)
¢l esfuerzo correspondiente en el punto B.

4.13 FLEXION ASIMETRICA

Hasta ahora, el estudio de la flexién pura se ha limitado a elementos que po-
seen por lo menos un plano de simetrfa y estdn sometidos a flexidn en ese
plano. Debidoe a la simetria de tales elemenios y de sus cargas, se concluyd
que éstos permanecian simétricos con respecto al plano de los pares, v que
se flexionarfan en diche plano (vea la seccién 4.3). Hsto se ilusira en la fi-
gura 4.55: la parte a4 muesira la seccidén transversal de un elemento con dos
planos de simetria, une vertical v otro horizeatal, v 1a parte b muestra la sec-
cién transversal de un elemento con un solo plano de simetria, vertical. En
ambos casos el par actda en el plano vertical de simetria del elemento y se
representa mediante el vector horizontzl M, y en los dos casos el eje neuiro
de la seccion coincide con el eje del par.

Ahora se estudiardn casos en donde los pares de flexidn neo actdan en un
plano de simetria del elemento, ya sea porque actian en un plano diferente
o porque el elemento carece de plano de simetrfa. En tales casos. ne es po-
sibie suponer que el elemento se flexiona en el plano de los pares. Esto se
ilustra en la figura 4.56. En cada parte de la figura, se supone que el par ejer-
cido sobre la seccidn actiia en un plano vertical y se¢ ha representado me-

al b <



diante un momento horizontal M. Sin embargo, como el plano vertical no es
de simetria, no puede esperarse que el elemento se flexione en ese plano o
que el efje neutro de la seccidn coincida con el eje del par.

Se propone hallar fas condiciones precisas para que el eje neutro de una
seccidn transversal de forma arbitraria coincida con el eje del par M que re-
presenta las fuerzas que actdar en la seccidn. Tal seccién se muestra en la fi-
gura 457 y tanto el vector M como el ¢je neutro se han supuesto dirigidos
a lo largo del eje z. Recuerde, de ta seccion 4.2, que si se expresa que las

Figura 4.57

fuerzas elementales internas o dA forman un sistema equivalente a M, se ob-
tiene

componentes en x: fodA =0 {4.1)
momentos con respecto al eje v JzodA =0 4.2)
momentos con respecto al eje z [{~yo,dA) =M (4.3)

Como se analizd antes, si todos los esfuerzos estén dentro del limite eldstico,
la primera ecuacidn conduce a la exigencia de que el eje neutro sea un eje
centroidal, y la dltima, a la relacidn bdsica o, = —My/I. Como se habia su-
puesto en la seccion 4.2 que la seccidn transversal era simétrica con
respecto al eje v, la ecuacidn (4.2) no se tomd en cuenta por trivial. Ahora
que la seccidn es de forma arbitraria, la ecuacidn (4.2) se vuelve muy impor-
tante. Suponiendo que los esfuerzos permanecen dentro del limite de pro-
porcionalidad del malterial, puede sustituirse o, = —o,y/c en la ecuacidn
(4.2) y escribir

T

J(—T) dd =0 o fyzdA =0 {4.51)

La integral [yzdA representa el producto de la inercia /.. de la seccidn trans-
versal con respecto a los ejes y y z, y serd cere si estos éjes son los ejes prin-
cipales centroidales de la seccidn.t Asi es posible concluir que el eje neutro
de la seccidn transversal coincidird con el eje del par M que representa las
fuerzas que actan en esa seccidn si, v sdlo si, el vecior M se dirige a lo
largo de une de los efes centroidales principales de dicha seccidn trans-
versal.

T Véase Ferdinand P, Beer y B. Russell Johnston, Jr, Mechanics for Engineers, 4a. ed., McGraw-
Hill, Nueva York, 1987, o Vecror Mechanics for Engineers. Ta. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 2004,
secciones 9.8-9.10.

4.13 Flexion asimétrica
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Se observa que las secciones mostradas en la figura 4.55 son simétricas
por lo menos con respecto a uno de los ejes coordenados. Se deduce que, en
cada caso, los ejes y ¥ z son los ejes principales centroidales de la seccidn.
Como el vector M se dirige a lo largo de uno de los ejes centroidales prin-
cipales, se verifica que el eje neutro coincide con el eje del par. También se
nota gue, si las secciones transversales giran 90° (figura 4.58), el vector par
M todavia estari dirigido a o largo del gje centroidal principal, v el eje neu-
tro coincidird de nuevo con el eje del par, aungue en ¢l caso & el par no
actia en un plano de simetria del elemento.

=
o
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) b}
Figura 4.58

Por otra parte, en la figura 4.56 ninguno de los ejes coordenados es un
gje de simetria de las secciones mostradas, y los ejes coordenados no son ejes
principales. Asi, el vector M no se dirige segiin un gje centreidal principal,
y el eje neutre no coincide con el eje del par. Sin embargo, cualguier seccién
dada posee ejes ceniroidales principales, aun si es asiméfrica, como la mos-
trada en la figura 4.56¢, y estos ejes pueden determinarse analiticamente o
usando el circulo de Mohr.§ Si el vector M se dirige de acuerda con uno de
les ejes principales de la seccidn, el eje neutro comcidird con el gje del
par (figura 4.59) y las ecuaciones deducidas en las secciones 4.3 y 4.4, para
elementos simétricos, también pueden utilizarse para calcular esfuerzos en
este caso.

a) i)
Figura 4.59

Como se verd, el principio de superposicion es (il para determinar es-
fuerzos en los casos mds generales de flexidn asimétrica. Considere primero

T Véase Ferdinand P, Beer y E, Russell Jehaston, Jv., Mechanics for Engineers, 4a, ed,, McGraw-
Hill, Nueva York, 1987, o Vector Mechanics for Engineers, Ta. ed., McGraw-Hill, Nueva Yori, 2004,
secciones 9.8-9.{0.



un elemento con un plano vertical de simetrfa, sometido a pares tlectores M
y M’ gue actiian en un plano que forma un dngulo @ con el plano vertical (fi-
gura 4.60). El vector M que representa las fuerzas que operan en una sec-
cion dada formard el mismo dngulo 6 con el eje z horizontal (véase figura

Figura 4.60

4.61). Descomponiendo M en sus componentes M, y M, a o largo de ios
ejes z v y respectivamente, se tiene

M_=Mcos 8 M, = Msend (4.52)

Puesto que los ejes y y z son los ejes principales centroidales de la seccién
transversal, se utiliza la ecuacién (4.16) para determinar los esfierzos resul-
tantes de fa aplicacion de cualquiera de los pares representados por M, y M,.
El par M. actia en un plano vertical y flexiona el elemento en ese plano (fi-
gura 4.62). Los esfuerzos resultantes son

M.y
o, = WT‘" (4.53)

donde I es el momento de inercia de la seccién con respecto al eje centroi-
dal principal z. El signo negativo se debe a que se tiene compresion por en-
cima del plano xz (y > 0) y tensidn por debajo (y < 0). Por otra parte, el par
M, actdia en un plano horizontal y flexiona el miembro en ese plano (figura
4.63). Los esfuerzos son

[

(4.54)

donde /, es el momento de inercia de la seccion con respecto al eje princi-
pal centroidal y, y donde el signo positivo se debe a que se tiene tensién a la
izquierda del planc vertical xy (z > 0) y compresion a su derecha (z < 0).
La distribucion de esfuerzos causada por el par original M se obtiene super-
poniendo la distribucién de esfuerzos dados por las ecuaciones (4.53) y (4.54),
respectivamente. Se tiene

(4.55)

Figura 4.61

4.13 Flexion asimétrica

Figura 4.62

Figura 4.63

= R



Flexion pura

Figura 4.65

Se nota que la expresion obtenida puede usarse también para calcular Jos
esfuerzos en una seccidn asimétrica, tal como la de la figara 4.64, una vez
que se han determinado los ejes principales centroidales y y z. Por otra parte,
la ecuacion 4.55 es vélida s6lo si las condiciones de aplicabilidad del prin-
cipio de superposicidn se cumplen. En otras palabras, no puede utilizarse st
los esfuerzos combinados exceden el lfmite de proporcionalidad del material,
0 si las deformaciones causadas por uno de los pares componentes afectan
apreciablemente la distribucidn de esfuerzos debida a la olra.

Figura 4.64

La ecuacidn (4.55) muestra que la distribacién de esfierzos causada por
flexion asimétrica es lineal. Sin embargo. como se indicd antes en esta sec-
cion, el eje neutro de la seccién transversal no ceincidird, en general, con el
eje del par flector. Como el esfuerze normal es 0en cualguier punto del gje
neutro, la ecuacién que define ese eje puede obtenerse haciendo o, = 0 en
la ecuacién (4.55). Se escribe

My L Mz

I I

v
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